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-JDei Ausarbeitung i^s Werkes welches hier Ana mfttheinaiucheii Pnbliknm überge- \ 
'ben wird, liat dem Veri^dser ein doppelter Zweck vor Aogeii gestanden. 

In militHrisehen sowohl als böigerKehen Veiliiltnissen sind die Fälle nidit Sel- 
ten, wo mathciiiaiische Rechnungen ilnmittelbar n5thig werden. Von den Personen 
weldien diese Geschäfte obliegen, kann nicht immer erwartet werden, dafs ihnen 
die Ableitung der dazu erforderlichen Formeln gegenwärtig, die Umgestaltung der- 
selben für den bestimmten Zweck geläufig sey. Es setzt dieses eine Bekamitschaft 
mit den theorettödien Lehren und zugleich eine Uebung in analytisdien Operationen 
voraus, die nicht billig von Männern gefordert werden darf, deren Beschäftigungen 
auf eine ganz anäere Ric&tcttg angewiesen, nur zufällig und momentan mit mathe- 
matiselien Atbeiten in Berltfirung kommen. Einen vorgelegten Ausdruck, eine geo- 
metrische oder Uigonometrische Formel nach ihrem eigentlichen Sinne zu verstehen, 
und von derselben eine richtige Anwendung zu machen, ist hingegen eine Fähig- 
keit, welche allen denen eigen ta -bleiben pflegt, die zu irgend einer Zeit einiger- 
mafsen zu mathematischen Studien angehalten wordta sind* 

Mathematiker von Fdch bedürfen allerdings solcher HiUfe nicht Niemand bat^ 
aber wohl längere 2eit-in mädiematischen Arbeilen zugebracht, der nicht aus Er- 
fahrung wiifste, wie viel Zeit durch Ableiten und Umwandeln oft ganz elementarer 
Ausdrücke verloren geht, es sey nun dafs* man sich dieselben selbst bilde, oder sie 
aus frgend einem Lehrbudie zu entnehmen suche. Noch mehr steigert sich dieser 
Zeitverlust, sobald es darauf sinkonunt eine solche Fovmel dureh numeri86be Eni- 
wickelung zur wirklichen Rechnung geschidct zu midien. Eben so kann es oft 
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sehr wesentlich seyn, alle Gestalten, deren ein gewiaser Anadrnck fähig iat, auf ein- 
mal übersehen zu können , um unter denselben nach den Umstanden die geeignete 
Wahl xu treffen. Die meisten Oj^erationen der trigonometrischen Änalysis sind in 
diesem Falle. 

Dem Verfasser schien es, als ob diesem zweifachen BediirGaisse zugleich ab- 
geholfen werden könnte, wenn man die versdiiedenen Theile der reinen Mathema- 
tik, soweit solches thunlich, in positiven Resultaten darstellte, und die daraus er- 
wachsenden Pormeln, Ausdrücke und HülCszahlen conaequent und systematisch ge- 
ordnet zusammentrüge. Er verwahrt sich dabei ausdrücklich gegen die Auslegung, 
als habe er glauben können, die Mathematik liefse sich überhaupt auf ein wohlan- 
gelegtes System von Formularen und Rechnungsrecepten zurückfuhren. Vielmehr 
hat er die tiefe Uebetzeugung, dals es allein der Geist und die Methode ist, welche 
den Werlh dieser reichen Wissenschaft und ihren wahren Sinn für das Leben he* 
gründen. Dafs aber die Bedeutung einer Sprache allerdings an die innere Ericennt- 
nifs und deren Ausdruck im lebendigen Worte geknüpft ist, hindert nicht, dafs es 
Wörterbücher, gebe, die dem Gedächtnisse und dem Mangel an Uebung zu Hülfe 
kommen. Ein solches, ein Repertorium dessen, was man wohl thut da zu nehmen, 
w*o es am schnellsten zu erlangen ist, wünschte der Verfasser (ür die Mathematik 
zu liefern. 

Niemand kann übrigens besser wissen und fühlen wie weit diese Arbeit sowohl 
dem Entwürfe als der Ausfuhrung nach, hinter dem zurückbleibt, was auf diesem 
Wege zu leisten sicher möglich ist. Wenn es hierüber einer Erklärung bedürfte, 
so würde der Verfasser diese vorzugsweise in der Neuheit der Sache suchen. Die 
Anordnung eines soldien Werkes ist nicht ohne Schwierigkeit^i, die Ausfuhrung 
sehr mühsam, ein erster Versuch jederzeit unvollkommen. 

Dem in Obigem angedeuteten Plane zufolge, werden die den verschiedienen 
Zweigen der reinen Mathematik angehörigen Formeln in zwei Banden zusammen- 
gestellt ' werden. 

Der erste Band soll die Geometrie und Trigonometrie, der zweite die Arith- 
metik, Algebra, niedere und höhere Analysis, und Geometrie der Curven untfassen. 
Jeder dieser Binde ist von dem anderen unabhängig und kann nöthigen Fidles als 
ein selbstständiges Ganze angesehen werden« 
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Eiiidieäiiitg des asten, hier crsdiemenden Bandes frhelU ans folgender 

Uebetsicht : 

Erste Abthellnng — Geometrie: 

Ister Abschnitt — - Formefan zur ebenen GeiMnetrie; 

2ter Abschnitt — Formeln zur körperlichen Geometrie. 
Zweite Abtheilung «— Trigonometrie: 

Ister Abschnitt — • Formeln xur Aunösung der ebenen n. sphärischen Dreiedce; 

2ter Abschnitt — - Formeln zur trigonomelrischen Analysis. 
Einige Erläuterungen mögen hier nach der Reihefolge dieses Gegenstände ihre 
Stelle finden. 

Die Einrichtung der sich auf ebene und körperliche Geometrie beziehenden 
Tafeln ist durch den bloCsen AnbUdc unmittelbar verständlich. Sie enthalten dieje- 
nigen ebenen Figuren und I^örper, auf wdche sich die mathematischen Rechnungen 
geTTÖhnlich zu eistredcen pflegen. Obgleich dabei auch noch einige, unter ^spe- 
cielleren Bedingungen entstehende Körper in Betracht gezogen worden sind, so 
mufste.man sich hier doch in engen Schranken haken, da das Feld solcher Unter- 
suchungen ganz unbegrenzt ist, und fär cUe Ausiibung zu wenig Interesse darbietet 

Bei jedem dieser Figuren und Körper sind die Linien, Winkel, Flächen und 
Volumina durch willkührliche Buchstaben bezeichnet, und die Relation aller dieser 
Elemente durch eine Reihe von Formeln dargestellt worden. Es war dabei ur- 
sprüngljch die Absicht alle Falle ohne Ausnidime überall durchzuführen, so da(s 
die Columnen Gegeben — Gesucht keine der möglichen Combinationen ent- 
behrten. Nur in einigen wenigen Fällen hat man sich erlaubt hierwm. abzuweichen, 
entweder um höchst verwickelten imd dadurch fiir die Praxis unbrauchbaren Aus* 
drücken , oder einer wenig Nutzen versprechenden Uebeifüllnng zu entgehen. Bei. 
Körpern, die ohnehin nur unter ganz besonderen Umständen und deshalb selten vor- 
kommen, schien es hinreichend, die Hauptformela anzugeb^i;. das Umiwaadeln die- 
ser Formeln würde eine eben so beschwerliche als müfsige Arbeit gewesen seyn. 

. Eine ferner^ Absicht dieser Tafeln lag darin die angestellten Ausdrücke (ur die 
praktische Rechnung geschickt zu machen.. Wo sich deshalb in den Formeln be- 
stimmte Zahlen als Faktoren, Divisoren, Wurzelgröfsen u. f. w. zeigten, sind diese 
durch Ausfuhrung der geforderten Operationen in einen einzigen Koefifizientea zn- 



kettnl «r danUiar die U^entatzang an, die Ibni vmk teehseren Seilen gekMiimen$ 
mid hat dabei iiisbefteiideie den K&nigl. Ingenacw - tieograpben Aeiment so nen- 
aen, einen ansgeseichnetetl jungen Matliematiker, dessen bereitwilligem Fleif8<^ ein 
grofser Theib dieser Aibeit seine Grandlage verdankt. 

Ungeaditet die mühsame und schwierige C o nrect u r sorgfaltigen Händen an* 
vertraut war, so haben sich dennodi bei der letzten Durchsicht einige unbetracht- 
Udie Druckfehler und Irmngen vorgefunden, von denen es wnnschenswerth ist, dafs 
sie vor dem Gebranche abgeändert werden. Dafs sich auch später noch ämliche 
Fehler, vielleicht sogar in den Rechnungen, finden sollten, kann nicht anfser Mög- 
lichkeit gestellt werden ; sie scheinen von einem ersten Versuche unzertrpnnlidi, 
obgleich eben hier nicht geringe Mühe angewendet worden ist, ^ich ihrer zu entledigen. 

Berlin, im April 1827. 



J. V. Radowitz, 

Hauptmaao im König!. General -8 faabe. 
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Erste Abtheilung. 



Formeln zur ebenen und körperlichen Geometrie^' 



Erster Abschnitt. 



Formeln zur ebenen Geometrie. 



I* 



i 



L Das Quadrat* 

K 



s sei der FlScheninhalt des Quadrats 
. dessen Seite 
die Diagonallinii 


ssF 

= b 


Gegeben: 

1. a; 

2. b; 


Gesucht : 
F= a* 

F = ^ 

2 


» 


3. F; 

4. b; 


o = l/F 

b|/2 
«= 2 


= 0,7071068.b 




loga 


= 0,8494850— l+%b 



5. F; 4 = ]/2F = l,4142136.l/F 

' % b = 0,150515O+i%F 

6. a; *= al/2 = 1,4142136. a 

% b =s 0,1505 150 4-/o^a 



IL DerRectangel. 

Es sei der Flächeninhalt des Reclangels = F 

zwei auf einander perpendiculare Seiten = a und b 

die Diagonallinie = c ^ 

der Winkel der Diagonale mil der Seite a = q) 

A 2 



— 4 — 



i 



Gegeben 
l. a, b 



*«• 

3. 

4. 

5. 
6. 






9. 
10. 

11. 
12. 



15. 

16. 

17. 
18. 



a, c 



a, 9 

b, c 

b, 9 

c, ,q> 



. F, b; 



F, q»; 

b, c; 

b, <p; 



13. F, a; 



F, <p; 

a, c; 
a, qj; 

c, <p; 



19. F, a; 



20. 



.Gesudit : 

F= a.b 

F = al/(c»— a»)=al/((G+a).(c— a)) 

F = bl/(c»--b^)=bl/((c+b) . (c—b)) 



a = r- 



F 

b 



8. F, c; a = ]/ (e-+l/(c--4Fn ) ^ . j.^^-^^2F)+]/(e=2F) j 



a 

a 

a 
a 



= l/(^^i::b^) =l/((c+b) . (c~b)) 

= b.C0/q> 
= C.COSqt 



b =- 



F, 
a 



14. F, c; * = |/(cM±V:z4F!)) ^ , ,y(^q:^F)-l/F=2F^] 



6 

b 



\/F . /on^ 9 

l/(c»--a«) = l/C(c+a).(c— a)) 



a.tang<p 
c.sm9 






21. 


F, 9: 


c 


22. 


a, b; 


c 


23. 


«. v; 


c 






b, cp; ^ = 1/ iz i f-b^)=bco^^C9=-r— i- 



Anmqrkung. Es ist augenscheinlicli, dafs in obigen Fonneln sowohl, als in sammtltchen zur ebenen, 
körperlichen und hölieren Goometrie gehörigen« die Winkel und ihre Functionen nur als HüI(b- 
mittel zur Bestimmung der I^inien und Fläched angctvendct, nicht aber überall als zu suchende 
Grtflsen betrachtet worden sind.. Die Formeln der Trigonometrie geben, da wo es auf Bestim* 
mung der Winkel selbst ankommt, Ute nöthige Ergänzung. • 



ni. Das» Tarallelogramm überhaupt. 

Es sei der i>läclieninhalt des Parpllelogramms 
die z^ei Seiten desselben 
der Winkel, den diese einschli^fsen 
der Perpendikel auf die Seile a 
die beiden Diagonallinien 
der ^^ injcel, den diese einschliefsen 



= F 

1= a und b 

= 9 

=z h 

= c und d 



Gegeben: 




1. 


a. 


h; 




2. 


«f 


b, 


<P 


3. 


c, 


d, 


a 


4. 


«» 


b, 


c 


5. 


a. 


b, 


d 


6. 


a. 


c, 


d 


7. 


b, 


c, 


d 



8. F, h; 

a F, b, 9; 

10. F, hj 

11. F, a, ((>; 



Gesucht: 
F=a.h 
F = ab 51/1 <p 
F = \icAsin<t. 

F = Jl/(2a»b-— a*+2a»c»— b*4-2b^c» — c*) 

F — -J' Y{ia? b» — a*4- 2a« d«— b*+ 2b» d» — d*) 

F = I l/(8a' d» — 16a* + 8a» c» — d?4-2c» d» — c«) 

F = ^ V/(8b« d»— 16b«+8b» cl— d*+2c'd»^--c*) 

F * . 



a = 



6 3= 



b «m 9 b 
F 



=r-.C05^c qi 






a ^171 cp a 



12. F, d, a; 



2F 2P 
T — r — = —r cosec « 
dsina a 



13. a, by 9i 



14. 


F, c, a; 


15. 


a, b, «p; 


16. 


F, a; 



17- F, b, cp; 



c 

d 

d 
h 



= l/(«*+b«— 2abco59) 

2F 2F 
= — : — s= — .coseca 
csma c 

= l/(a»+b*4-2ab cos^) 
F 



a 



h = 



bco^9 b 



=r-.J^C9 



IV. Das Dreieck. 

A) Das ungleichseitige Dreieck überhaupt. ^ 

Es sei der Flächeninhalt eines ungleichseitigen Dreiecks s F 

seine drei Seiten = a, b, c 

deren Summe - = S 

der Perpendikel auf die Seite a = h 

die drei Winkel ' = a, /3, y 

Gesucht : 

F = il/((aH-l>4-c)(a+b— c)(c+a— b)(c— a+b)) 

t= J V (2 a»b«+2 a» c» +2 b« c* — a*--b*— c*) 
i= Jl/(S.(S— 2a).(S— 2b).(S— 2c)) 
F =s ^bcsina 



Gegeben: 




1. 


•> 


h; 




2. 


a, 


b, 


c; 


3. 








4. 








5. 


b, 


c, 


a; 


6. 


a, 


■a, 


ß; 


7. 


a, 


b, 


a; 


8. 


a, 


ß, 


y; 


9. 


b, 


ßf 


y; 



ta- 



Ana 



F = \h sinaQ/(a:'—b* sm*a-\-h coso)") 



|a« 



10. F, h; 



smiß^y) cotß-\-COty 
F = |h»^?iä2^=|b«(«)/p+«)<y) 
2P 



11. F, b, c; o = l/(b'+c'q:)/(4b'c>— 16F-))- 
12.- F, .,,3; .=l/0^0 

14. F,.; * = t? 

a 

15. a, b, c; Ä == ^l/(2a'b«4.2a»c»+2b»c'— «•— b*— c*) 

= i;]/(S.(S-2a).(S_2b).(S-2c)) ' 

16. b.ca; Ä= ^*'*^'' 



l/{b'' + c' — 2bCCTMa) 

17. a,a,p; A = '•^"P-.^'"<"+P^ 



18. », p, y; As 



«»(iB-f-y) co/p-f-co/y 



' amerkung.. In timmtlicIuD Formeln fär d«sDt«ii-ck iit die Bcteichnang der Winkel to gewiblt, 
dafs lidi dia gleichnamigen BuchiUtbcR ««rmpondirai; iL h. der Winkel a. lief;! der Seit« 
p liegt b, 7 liegt c 



Z n s a t z. 

j FoTmeln für Dreiecke, in welchen Summen oder Differenzen 
der Seiten gegeben sind. 

Wenn -in einem Dreiecke, statt der einzelnen Seiten, die Summe derselben, 
■r die Samme oder Differenz von zweien, nebst der drillen, gegeben eii 
in daraus mit Hülfe der drei Winkel, sowohl die Grfilse der einzelnen '. 
auch der Flächeninhalt berechnet werden. 

Es seien, wie vorher, die drei Seilen := a, b und c 

die drei Winkel, so wie sie den gleich- 
namigen Seilen g^enüber stehen = a, ß und y 
der I^cheninhalt ^'F 
der gesammte Umbng s= S 
entstehen bei den verschiedenen Yotanssetznngen folgende Fonncln: 



• * ^ •• » 



Erster Abschnitt. 



\ _ 

Formeln zur ebenen Geometrie. 



h 



10 



* V 



10. 


b, h; 


a = 2 ^(b»— h«) 


11. 


b, a; 


a =s 2b nn|a 


12. 


b, ß; 


a ss^2hcosß 


13. 


h, a; 


a =s 2htang\a 


14. 


K?; 


a s= ihitangß 



15. F, a; 

16. P, h; 

17. a, a; 



18. 

19. 
20. 



a, b; 

b, «; 



21. h, ß; 



6 = 



b =: 



6 SS 



57 



a 



d i t =^i a cosecl a 



a 






^cosß 



COS^a. 



h = 



sm^ 



^sihcosecß 



22. 
23. 


F, a; 
F, b; 


a 
F 


'^ - [/(b»_h«) 


24. 


a, b; 


Ä Ä ^/(b«— Ja«) 


25. 


a, «; 


h as \9iC0t\a 


26. 


a, ßi 


h = |aco/p 


27. 


b, a; 


A s=: bco^|a 


28. 


b, P; 


A = hsinß 



C) Das gleichseitige Dreieck. 

Es sei der Flächeninbalt eines gleichseitigen Dreiecks 
dessen Seite . 
der Perpendikel des 



= F 

=s- a 

= h 



11 



Gegeben; 

1. a; ' 

2. fa; 



3. F; 



4. Im 



Gesucht: 
/*== ia'l/3 
logV 
h« 



F = 



a 



a SS 



K3 
logF 

K 1/3 
2h 



=: 6^4330127. a». 

s= 0(6365006—1+2/9;« 

= 0,5773503. h» 

SS 0,7614394— 1+2 fo^h 

! 1,5196714. l/F 
: P;1817497+| logF 

: 1,1547005. h 



1/3 
hgn rs 0^0624693 +foj'h 



5. F; 

6. a; 



h SS 1/37F SS 1/^173=1,3160741. l/F 

/ji^h=;:0,1192803+i /<^F 
h = |al/3 s 0,8660254.8 

%h 3= 0,9375306r^l+%a 



D) Das rechtwinkliche Dreieck. 

Es sei der Flächeninhalt eines vecht'wiiddichen Dreiecks 
seine Hypothenuse 
.die beiden Katheten 
d^r gesannnte Umfang 
die beiden spitzen Winkel 
der Perpendikel auf die Hypothenuse 



(>egeben 

1. a, h 

2. a, b 

3. b, c 

4. b, h 

5. a, ß 

6. b, y 

7. b, ß 



|ah 



Gesucht: 
F = 

^ F s= |bl/(a«— b») 
F=s|bc 

~ ^l/Cb«— h») 
F == 4a**/»2|5 
F^ l^b'ftniyy 
F=s \h*cotß 



F , 

a 

b und c 

P 

ß ttod y 

h 



B2 
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8. F, h; o » X 

9. P,b; ««kH^ 

10. F, p; « = —^ 

11. b, c; a s= V^(b«4-c») 

b* 



12. b, h; a 



j/(b«— h») 



13« b. j3; a =3 -T-— =bco^cc3 

14. b, y; . a = •- =b.s«ry 

15. F, a; * = l/ (>»+F)q :l/( ia*~F) 

16. F, h; t - V(F'+Fh'):p}/(F'-Fhö 

h 

17 F p- ^ _ 4F+p«q:V(16F«.-24Fp'+p«) 

*P 

18. a, c; * = l/(a'--c«) 

19. a, h; 6 = ]/(ia»+|ah):j:V(ia«-.^ah) 

20. a, ^; 6 = a«»i(3 

21. a, T'; b =s Acosy 

2F 

22. F, a; ä = — 

a 

23. F, b; h » p^(4p,^^ 

2*' F»P» * = 4f5?^ 

25. a, b; A =a -1/(8» —b») 

26. a, b, c; As: — 

' a 

27. b, c; Ä SB ^/(b»-hc*) 



— 13 — 

28. Mj ß; hz=:\asiniß 

S9. b, ß; A s= hcasß 

30. b, y; A =5 hsiny 

Anmerkung StomtUclie Formelii toh 15—19 dienen liegieiAidierweiae gleichefBiAifm snr Be> 
trimmimg der lUtheta c Ebenio bum in den Foandb Z 4. 9. 12. 23. 25. mnnitnJTmr c sUlt b 
subititoirt weiden, sobald efsteree ah gegeben angesehen wird. In den Fonneln 6. 7. 14 2Cli 21. 
29, «nd 90. hiqgegen» ist diese Snbstitution erst siiUssi^ wenn snvor, statt der begeichnnren Wiac 
krl, die entg^engetetcto^ in die Formel eingefiihrt worden sind. , 

Z u 8 a t z 1. 

Wenn in emem recfatwinklichen Dreiecke, aufiser einer Seite, noch die Summe 
oder Differenz der beiden anderen bekannt ist, so werden diese Seiten durdi folgende 
FormefaL ausgedruckt : 

a ) Gegeben : die llypotbenuse = a, und die Summe der beiden Katheten 
ac S, so ist: 

c = lS-l/(ia«-|S«) 

b) Gegeben : die Hypothenuse &= a, und die Differenz der beiden Katheten 
=: d, 80 ist: 

& = t/ (|a'-|d») H-jd 

c = |/(ia«-4d«)-|d 

c) Gegeben: eine Kathete = b, .und die Summe der Hypothenuse und der 
radem Kathete = S, so ist: 



c = 



2S 
S»— b« 



=Ks-^) 



2S 

d) Gegeben: eine Kathete = b, nebst der Differenz zwiedien der Hypo- 
thenuse und der anderen Kathete e: d, so ist: 

b»— d» 

e) Gegeben: die Hypotbenuse = a, und das VeriiältniTs der beiden Ka- 
theten zu einander = m:n, so ist: 



— 14 

A — «m 
__ an 



Z u 8 a t 3^ 2. 



Wenn das recblwinkliche Dreieck zugleich gleichsclienklich ist, so wird b ss c 
und p = y; woraus sich folgende Ausdrücke ergeben: 

Gegeben : Gesucht : 

1. a; Fsa |a» 

2. b; F = |b» 

3. h; F = h* 

% F SS 0,6323884—2+2 logf 

5. F; a a SKF 

6. b; a s: bl/5 = 1,4142136. b 

%a =: 0,1505150+ /o^b 

7. h; a SS 2h 

^' P' "^ i+Vi ~ 0,4 142136. p 

l^A^ 0,6172244— i+%p 

9. F; * Ä 1/2F = 1,4142136. V^F 

Zo^ b = 0,1505150-J-l log¥ 

10. a; * as aKl = 0,7071068. a 

%b =s 0,8494850— l+Zo^a 

11. h; * = hl/2 =s 1,4142136. h 

% b = 0,1505150+%h 

*2- P' * = 244^2 *• 0,2928932. p 

%b 3s 0,4667093 i«-l+/<]fp 

13. F; Ä SS 1/F 

14. a; A =s |a 



- w — 

15. b; Ä a»s |tl/2 s= 0,7071068.b 

toghss 0^8494850-<-i+%b 

16. p; **'2+2pl s== 0/2071068. p 

logh SS 0,3161944— l-ffo;p 

17. F; ;» =s (2+2|/2).1/F =s 4,8284271 . |/F 

% p s 0,6838056+|2o9F 

18. a; fi SS a(l+1/2) s 2^4142136.» 

log f SS 0,3827757 +fogrä 

19. b; p ss,b(2+)/2) ' SS 3,4142136.b 

log p = 0,5332907 +A>;b 

20. h; p a= 2h (1+1/2) = 4,8284271. h 

log p SS 0,6838066+&)^b 



V. Das Trapez. 

« 

A) Mit zwei parallelen Seiten^ 

Es sei der Flächeninbalt eines Trapezes = F 

seine beiden parallelen Seiten =: a imd b 

seine beiden nicht parallelen S^en xs c und d 

der Perpendikel zwischen den Parallelen = h 
die beiden Winkel des Trapezes, die auf der 

Linie a eder b liegen =z a und ß 
die beiden Diagonallinien ' s= f und g 

der von ihnen eingeschlossene Winkel = 9 

Gegeben : Gesadit : 

1. a,b,h;' F=^±^«|h.(a+b)=h.|(a+b) 

2. a,b,cd; F=s |.2i^(c-}-d+b— a)(<H-d+a— b)(c4-b— a— d)(d-f-b— a— c) 

3. a, b, c,a; ^=|c j//ia(a-|-b) 

4. a, b, a, ß; F= (a^— bn. . . . ^v =s(a*— b')> ^ . _^^ 



— 16 — 

5. •,c,d,a; F=»|ccMa(2a— ccMa:fl/(d«— *»JÄ»«a)) 

6. .,cd,.l»; F«^1/(c»-k*)-[2«TH«?-«»')Tl^{d*->»')l 

„^ ^ . 2F— bh 
9. F,b,h; «« — g 

2F . 
10. F, b, c,^: «=s — : — — 

12.F.h.«.JB; ,^ 2(F+hy-«-^P 

13. F,cd,a; a = j^+|c«»*«q:i/(d'-c*4m»a) 

i4.F,c,d,h; « = p(-^TW-i.')q:Hd*-i»') . 

15. b, c, id, a; a = b:pc «»*a:pl/(d»— c» «»»«) 

b wpp4-c (jH»tt4-ß) 

16. b,c,a,ß; « = ^^ 

17. b,cd,h; « = bq:i/(d*-b*)qFI/(«:*-»»') 

2F _ 2F 

18. F,a,b, «; c = (5:^^^^ä--I^b_ 

19. a, b, d, a; c =: l/[d*— (a— b)» *m«aj-|-(a— b)«)*a 

20. a,b,d,h; c = l/[d»4-(a-b)«-48(a-b)i/(d'^-h«)J 

21. c,a; hs^csina 

22. d,ß; Ä = d4H»p 

2F 

23. F,a,b; A«=J3:B 



■ÄS — r-r • COSeC a 



l/\sin *a sm*ß . a«— Jw(aH-P) • F] +*"» ** *"P • * 

24. F,a,«,p; A — ^ S»(a+p) 

25. a,b,c,d; * = Kp--p^^^^y ] 

Aamerktm«. IM« FowMäa 9—17 diom gW«A«»iuiJ«. »nt BeMiinmuag dM ««wo p«tlW«» 



— 17 



Seite b, weftlialb die WimeUiisdtiickD mit beiden Zeichen Tendiea sind. Dasselbe gilt r<m den 
Ausdrucken 16*— 20, durch wdche ebensowohl d als c gefunden werden kann. 

B) Mit nicht parallelen Seiten. 

Es sei der Flächeninhalt eines Trapezoids = F 

seine vier Seiten nach der Reibefolge = a, b^ c und d 
seine vier Winkel gleichfalls nach der Reihe- 

folge = a, p^ ^ und S 

die beiden Diagonallinien = f und g 

der von ihnen eingeschlossene Winkel = 9 

Gegeben: Gesucht: 

1. a,b, c, a,/3; Fac: |(ab «na+bcwiiß— ac^//i(a4-ß)) 

2. a, Cyd, a,£; F=^\{siAsin8'^cAsiny''^tLCsinö'{'y) 

3. a,c,a,p,y,«; F= ——-^— 

4. a,b,a,p,y,«; jP= 

b* sina sin&stny^V^ siri^ß 5i/iÄ4-2ab sin(a-\-ß)sißß sin6^^9!^sin^(a4*ß)sin6 

isin{a'f'ß)smy 

5. a,b,c,d,ot9^; jP=| ab «i»a-|-| cd *iiiy 

6. f,g,cp; F=:|fgjmcp 

7. b,c,d,a,p,y; g = b co^oc— c COS{ a-\-ß)+Acos(a^ß'j'y) 

8. b,c,d,ß,y; a = V(b»+c*+d»-f 2bcco^iH-2bdco5(ß-j-y)+2cda>jy) 

ö ü u j 2F— cd^iTiy 

9. F,b,c,d,a,y; a= > . 

4A ü 1. o 2F~bc5mp 

lü. r,b, c, a, P; ö==7r- — \ ' * / i q\ 



11. F,c,a,p,y,«; ^=K l Iga-^md ^j 

12. F,b,a,p,y,«; c= J/ (^ ^^ .m^a^-p).!/!^ >/^*^KFP 



13. F, ff, 0; ' /"•* 

U. a,b,a; /a=|/(a»+b«— 2ab<»*a) 



2F 



— IS ~ 

Aamirkmag. Dk BesticIiiMqg d«r Stiten remk Wiakil ist m M yiwiiew , daft 

der VVöiImI « «agMclilotMn wird Ton « und b 

Z U 8 a t 1/ 
Wenn die Winkel einer' vierseitigen Figur durch besondere Bedingungen naher 
bestinunt sind, so kann der Flächeninhalt durch einfachere Ausdrücke daigesiellt wer- 
den. Von dieser Art sind folgende Formeln. 

a) Wenn in einem Vierecke die gegeniä>erliegenden Winkel zusammen 180^ 
betragen, welches bei jeder in einem Kreise beschriebenen vierseiligen Figur 
Slalt findet, so ist: 

F = il/[(a+b+c— d)(a+b+d— c)(a+c+d— b)(b-f-c+d— a)l 

= ^l/[(S'— 2a)(S— 2b)(S— 2c)(S—2d)] 

b) Wenn in einer vierseitigen* Figur zwei gegenüberliegende Winkel einander 
gleich sind, so ist: 

Anmejrkung. Die 4 Seiten sind hier so heseichnet» dafs die gleichen Winkel durch a und b, *o 
wie durch c und d, eingcschloMen sind. 

c) Wenn in dem Vierecke ein Winkel ein Rechter ist, so wird: 

•.(c— b + K(Ä'+d*)| 

Anmerkung. Die Seiten a und d werden als diejenigen angenommen, die den rechtcit Winkel 
einschlieisen* 

VI. Das reguläre Polygon. 

A) Reguläre Polygone überhaupt. 
, Es sei der Flächeninhalt «ines regulären Polygons von n Seifen s=: F 
die Seite desselben = a 

der Radius des umschriebenen Kreises = r 

■ 

das Apothema c=: p 

der ACttelpunklswinkd s= a 

der Polygonwinkel = 9 

der \rmkel des Radius mit der Seite (halbe Polygonwinkel) = ^ 



1» 



Gegeben: 



1. 



2. 



3. 



4. 


«p; 


5. 


P; 


6. 


«; 


7. 


«; 


8. 


«; 



9- «p; 

10. P; 



11. 


a, a 


12. 


a, P 


13. 


r, a; 


14. 


r,.P; 


15. 


p, a 


16. 


p, p 


17. 


«. '5 


18. 


•' P 


19. 


T, p: 



20. F, aj 

21. F, p; 



22. 


r, a; 


23. 


r, P; 


24. 


p. «; 


25. 


p, P; 



Geradit: 
360« 

a SEs — . — 
n 

_ _ i8(y(tt-2) 

9 S ' 

_ 90»(ii-^2) 
n 
a S3B 180»— 9 
a = 90»— ß 
«p =3 180»—a 
ß = 90»— |a 
360» 

» SB - 



n SS 



n SS 



360» 



180«— 9 
180» 



90»—? 
jPä \ti*cot\a.n 
F =s,^9i*tangß.B 
F SS ^r*sma.n 
Fsst ^r'äniß.n 
F s= f^tang^a.n 
Fs=s f^cotß.n 

/? = |aV(r»— ia»).n 
F= |ap.n 
F=:pl/(t»— p»).n 

a BS ivcasß 
a = 2^tang\a 
a SS Spco^ß 



.» ' 



C2 



so 






N ~ 


27. F, p; 


' * 


28. I, p; 



44. F, a; 



— 2E. 
"~ p.n 



a s= 21/^— p») 

29. F, a; r =r l/-^^ = l/^ «>!«:« 

30. F, p; r = iX -^^ = ]/—coseciß 

31. a, a: r ^ ^ . . = i^coseeia 

33. p, «; '• = ^i^==.P**<^i« 



34. p, ßj r = ^ = p«>«ecp 

San 



36. F,p; r^V¥^W> 



37. a, p; r = |/(|a»+p») " 

38. F, a; p = K(^^) 

39. F, ß; ;, = y(p^) 



40. 


a, a; 


" p = \2LCOt^a 


41. 


a, ßi 


' p ^ iatmgß 


42. 


r, <*; 


P SS TCOS\06 


43. 

a M 


', ßr 


p SS Tsinß 
2P 



a.n 



— 21 — 

46. a, rj p = l/(r*— ia^) 

Anmerkung. Da das Apotfacna psugleidi den Radius eines in dem Polygon beschrietMnen Kreiset 
ausdrücken kann» sOs sind alle dieses p. enthaltende Fonneln siigleich auf deb eingeschriebenen 
Radius anwendbar» 

B) Verdoppelung der Polygone. 

Es sei der Flächeninhalt eines regcdaren Polygons vra 2n Seiten = F| 

dessdi Seite =: a^ 

dessen Äpodiema = pf 

der zugehörige Mittelpunktsvrinkel = ^f 

der Polygonwinkel , = <pf 

der Winkel des Radius mit der Seite (halbe Polygonwinkel) = P; 
ADe auf das Polygon von n SeiCen sich beziehenden Buchstaben behallen ihre 
Bedeutung wie vorher. 

a) Die Theile des Polygons von 2n Seiten werden aus denen üts Polygons 
von n $eiten gesucht. 

Gegeben: Gesucht: 

1« a; Ol s= \a 

3. ß; ui = 90*— p 

4. a; <p, es 180*— |oi 

5- 9; 9f = 9<^+l9 

6. ß; . 9/ = 90*+p 

7. o; ft = 90*— |a . - 

8. 9; ft = 45*^+19 

9. p; ß, = 45*+|ß 

10. a, r; F, = |ar.2n 

11. a,p; F, = ia}/^a^TP)-2i» 

12. r, p;, F| = |r]/(r«— p'),2n 



» 



\ 



13. F, a; F, =b 
14 P, r; F| = 

- 15. F, p; F, « 



|ry(2r»n':Fii|/(/r»n«— i6 



) 



Pi 



Ka«'+2 p«-2pK(|a«+p»)) 
l/2r(r-p) 

al/ga'+p«) 



16. a, r; 

17. a, p; 

18. r, p; 

19. a, r; 

20. a, p; r. — , > — r-7=t===== 

2 Va«*4-2p '-2pl/(ia»+p<)) 

21. r, p; 7», = V/ar(r+p)) 

b) Die Tlieile des Polygons yon n Seiten werden aus denen des Pol^u 
von 2n Seilen gesucht. 

Gegeben: 

1. «,; 

2. 9,; 

3- ft; 



4. 
5. 
6. 

7. 
8. 



«Pi; 



Gesucht: 

a :s 2af 

a = 360<*— 29, 
a = 3600—4/3, 

<p CS 180»— 2a, 

9 = 29i— 180» 
9 = 4p,— 180» 



9. ft; 






90»— or, 

9f— 90» 
2p,— 90» 



10. a„r., F = ?i^l=iür!> l/(7=:T^.n 



11. a„ p,; F =5 



12. r, p,; 



S3 



13. F,,,; F^F,.y^^M 



14- F„ •,; 
15. F/, p,; 



„__ „ 16F,«— a,«n 



16. .„r; a ^ K(4«,V~„«) ^ ^^^---^ 
18. r,p,; « = iEJV/(75Z:^,^ 



19. a,, r; 



r'-lV 



r 



» «.a 



*•• -^■■^ '■=jmm 



21. r, p;; 



= 2p/^— r^ _2py^ 



c) Aus den Flächenräumen der Polygone von 2n und n Seiten werden die 
• Theile dieser Polygone gesucht. 

Gegeben: Gesucht: 

2. F„F; a^,]/EC^ 

I, , / — -6J/ .n»(F,+F) ^y nV P^+F 
4. F„F; P = )/ n»(4F/n«~^) = ^K n«(4f/n»~F») 



5. F„P; 






— u ^ 

C) Reguläre Polygone im Kreise toh einer bestimmten Seitenzahl. 

Alle Buchstaben behalten die ihnen in VI. A. beigelegten Bedeuinngen. 
a) Das teguläre Dreieck (gleichseitige Dreieck). 



Gegeben: 


Gesucht: 


1. 


a = 120» 


2. 


, 9= 60» 


3. r; 


o = rl/3 = 1,7320506. r 


- 


loga=s 0/2385606+/o^r 


4, p;. 


a=:2pl/3 =: 3,4641016. p 




loga = 0,53959064-A>;p 


5. F; 


ö = J/^i| = 1,5196714. 1/F 




loga =: 0,1817497 -f-ifo^F 


6. a; 


r ssrn^y^ = 0,5773503. a 




logT z= 0,7614394— l+%a 


7. pj 


r = 2p 


8. F; 


r = |]/fI/3 s= 0,8773827. 1/F 




logT = 0,9431890— 1-flfoffF 


9. aj 


;» = |al/3 s= 0,2886751. a 




fo^p = 0,4604093— 14-/0^ a 


10. r; 


/» = !' 


11/ F; 


;, =s il/Fl/3 = 0,4386913. KF 




/og-p = 0,6421591— 1+1 %F 



12: a; jF=ia*l/3 = 0,4330127. a« 

% F =:; 0,6365006— 1 +2 &^a 

13. r; /'=fr'l/3 = 1,2990381. r» 

%F SS 0,1136219+2 /o^r 

14. p; F=3p*K3 = 5,1961524. p* 

%F =3 0,7156819-f 2/o;p 

Die Formeln 4. 5. 9. 11. 12. 14. sind mit denen in IV. C. i^gebenen, begreif- 
lidierweise ttbereinstimmend. 



2d 



Gegeben : 
1. 

2. - 

3. r; 

4. p; 

5. F; 

6. a;~ 



7. 



p; 



8. F; 



9. a; 

10. r; 

11. F; 



12. a; 

13. r; 

14. p; 



b) Das reguläre Vieredc (QuadiAt). 

Gesucht:' 
a = 90" 
V = 90» 

a = rl/2 — l,4142136.r 

/e^a = 0, 1505150 -f-/o^r 
a = 2p 
az= l/F " 

r s= ^aK 2 = 0,7071068.8 

logt == 0,8494850— 1+ Zog- a 
r = pK2 = 1,4142136. p 

' logT = 0,1505150 4" %P 
> =: KiF = 0,7071068. KF 

logt =2 0,8494850— 1 +i /«y F 

/» = ia 

p = |rl/2 = 0,7071068. r 

logf = 0,8494850— l+fcfr 



/ 



F = a» 

F=2r» - 

F = 4p» 

Auch hier sind die Fonnchi 5. und 12. mit den in I. gegebenen überein- 
.stimmend. 

' c) Das reguläre Fünfeck (Pentagon). 
Gesucht: 



Gegeben : 
1. 



2. 



3. r; 



4. p; 



I. 



<P = 108« 



=.]/( 



5—1/5 



) 



asa«2pl/(5— 2K5) 



= 1,1755706. r 

loga == 0,0702487 -f Zog' r 
SS 1,4530852. p 

log a = 0,1622910-f-fo^P 

D 



S6 



5. F; a = l/|rk'(S— 21/5) «=s 0^7623870. l/F 

/«f a = 0/8821755— l-f-'l /«^F 

6. a; rÄa}/ (ISl) =: 0,8606508. a 

. ,/bg- 1 = 0,92975 13 — 1 -|- /«g- a 

7. p; r = p(l/5— 1)^ = 1,2360680. p 

/of r = 0,0920423-f %p 

8. ,F;' r = ]/ ^|f]/?^EI) = 0,6485251. ]/F 

&f r = 0,8119268— 1+1 /og^F 

I 

9. a; p = |a 1/(1+1^^5) «« 0,6881909. a 

%p = 0,8377090— l+foffa 

10. t; ;» =c ^r(l-f.]/5) = 0,8090170. r 

fo^p = 0,9079577— l-ftog^r 

11. F; pzzi )/^^l/(TfFF5) = 0r5246679.l/P 

fog-p = 0,7198845— 1+>JÄ)^F 

12. a; F= |a»^l/(l+f 1/5) = 1,7204775. a« 

' . %E SS 0,2356489+2 /<jg-a 

13. r; iC =x= |r»)/7^^El^ s= 2,3776412. r* 

logF = 0,3761:463+2 /og-r 

14.' pj F=i 5p» 1/(5— 21/5) = 3,6327126. p» 

/fl^ F ;^ .0,36023 10+ 2 % p 

d) Das reguläre Sechseck (Hexagon). 

Gegeben: Gesucht:' 

« Ä 60» 
9 = 120» 

a SS T 

XI = |pl/3 = M5470«5.p 

laga s^ 0|0624693-f %p 



1. 
2. 

4. p; 



_ # 



— 27 -^ 

5. F; a = |V2Fl/3 = 0,6204032 . l/F 

/oVa = 0)7926740— l + f%F 

6. a; r = a « \ 

7. p; i.=s|pl/3 = 1,1547005. p 

/og-r = 0,0624693+%? 

8. F; r = |^V'2Fl/3 = 0,6204032.1/1" 

fo^ r s= 0,7926740 — 1 + 1 %F 

9. a; /> = jal/3 = 0,8660254. a 

%p = 0/9376306^1 +/ofa 

lO! r; /? =5 IrlZ-S = 0/8660254. r 

log TP = 0,9375306— l+%r 

11. F; p = l/pV3 = 0,5372849. KF 

/ö^p = 0,7302046— l+'^/og-F 

12. a; F=|a»l/3 = 2,5980762. a« 

/o^F = 0,4146519+2 %a 

13. r; F^^i^yS = 2,5980762. r« 

logF = 0,4146519+2 %r 

14. p; F==2p»l/3 = 3,4641016. p* 

logF =: 0,5395907+3 % P 

« 

e) Das teguläre Siebeneck (Heptagon). 



Gegeben : 


Gesudit: 


1. 


« a= 51» 25' 42*" 


2. 


•P = 128«' 34' 17|" 



3. r; a = 0,8677674. r 

logi = 0,9384033— 1+fogrr 

4. p; o = 0,963 1492. p 

logn = 0,9836936— 1+fofp 

5. F; « = 0,5245814. l/F 

fo^ a = 0,7198128—1+1 log¥ 

6. a; r = 1,1523825. a 

logt = 0,0615967+/<)f a 



/ 



D 2 



* \ 



- «8 - 

7. p; r SB 1,1099163. p 

hgtz=i 0|04529024-%p 

8. F; r = 0,6045183 . l/F 

logt = 0,7814095— l+iÄjyF 

9. a; . P = 1,0382608.8 

Jogp =t 0,0163064 -j-/o^a 

10. r; . y « 0,9009688. r 

logp = 0,9547096 — 1 -f fo^ r 

11. F; p = 0,5446521 . l/F 

logp = 0,7361192— 1+1 %F 

12. a; F== 3,6339127.8» 

Zog- F = 0,5603745+2 /og-a 

13. r; F= 2,7364 103. r» 

log¥ = 0,4371812+.2 foj'f 
U. p; F= 3,3710222. p' 

log¥ =z 0,5277616+2 2o^p 

f) Das reguläre Achteck (Oktogon). 

Gegeben: Gesucht: 

1. a = 45<» 

2. 9 = 135» 






3. r; a — t\/ß—l/2) =0,7653668.1 

/o^-a = 0,8838696— l+%r 

4. p; a = 2p(l/2— 1) =: 0,8284271. p 

Zog- a = 0,9182543 — 1 + Zog- p 

« 

5. F; a = l/iF(l/2— 1) = 0,4550899. l/F 

Zog- a = 0,6580971 — l+i/og-F 

6. a; . r =s al/(l+|K2) = 1/3065629. a 

Zog^r = 0,1161303+Zo«-a 

7. pj r =s 2p|/(l— 4K2) = 1,0823922. p 

Zog-r = 0,0343846 +HP 

8. F; r = l/|Fl/2 = 0,5946036. l/F 

Zo^ r = 0,7742275 — 1 + J Zo^ P 
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9. «; ;» =r |a(l+l/2) =»1,2071068.» 

%p = 0,08174ö6+%a 

10. r; , p =s|r 1/(2+ 1/2) = 0,9238795. r 

logf = 0,9656153 --l+/og:t 

11. F; p = |/iF(Vl+l) =: 0,5493420. l/F 

foyp = 0,7398428— 1+1 /ogfF 

12. «; jF=2a»(l + K2) = 4,8284271. a* * 

fog-F = 0,6838056+2 foffa 

13. r; F = 2r*l/2 = 2,8284271. r« 

%F = 0,4515450+2 %r 

14. pi Jf == 8p«(l/2— 1) = 3,3137085.p» 

/og-F es 0,5203143+2 /o^p 

g) Das reguläre Neuneck (Enneagon). 

Gegeben: besucht: 

1. a =: 40» 

2. 9 =s 140" 

3. r; a = 0,6840402. r 

log» = 0,8350816— l+%r 

4. p; . a = 0,7279404. p 

hg a = 0,8620958— 1 +fo^p 

5. F; a = 0,4021997 . l/F 

foffa = 0,6044417— 1+1 /o^F 

6. a; r = 1,4619022. a 

logT = 0,1649183 +/o^a 

7. p; r =s 1,0641778. p 

hgT = 0,0270141 +fo«rp 

8. F; r-= 0,5879766. J/F 

hgT — 0,7693600— 1 + 1 fo^F 

9. aj /> = 1,3737387 . a 

%p = 0,1379041 +/og'a 
10. r; p = 0,93%926.r 

, hgf = 0,9729857— l+/o^r 
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11. F; 


p=i 0,5525173 . l/F 
% p — 0,7423458—1 + \ logV 


12. a; 

13. r; 

14. p; 


i5'= 6,1818242. a« 

%F = 0,7911167+2 &gra 
F= 2,8925442. r» 

logF = 0,4612800+2 %r 

F -= 3,2757318. p* 
hgF = 0,5153083+2 %p 




fa) Das reguläre Zebneck (Oekagon). 


Gegeben > 
1. 


Gesucht: 
a = 36» 


2. 


9. = 144» 


3. r; 


a = ^r (1/5—1) = 0,618 



foy a. = 0,7910124 — 1 +fogr r 
4. p; o = 2p]/i(?E|ElJ . =0,6498394.p . 

ieg» = 0,8128059— l+%p 

foya = 0,5569180 — 1+1 foffF 

6. a; ri=f«(l/5+l) t= 1,6180340. a 

hgT Ä 0,2089876 +fog'a 

logt SS 0,Q217937+fo^p 
». J, r = ^||/(!2d^) = 0,5833.83 .^.p 

iflfr = 0^7659086— l+ifo|:F 

t 

9. a; p = |aV(5+2l/5) = 1,5388418. a 

%p == 0,1871940+^a 

10. r; p = ir]/(10+2l/5) = 0,9510565. r 

lo^p SS 0,9782063^ l+/«fr 
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11.' F', p = l/-iVF 1/(5+2 1/5) s= 0,5647688. l/F 

/of p = 0,7441120—1 +|fo^F 

12. ■; Fss |a»]/(5+2|/5) = 7,6942087. a* 

Zog- P a= 0,8861639+2 fo^a 

13. r; /'s: ^r« 1/(10—2 1/5) = 2,9389265. t« 

fo^F = 0,4681087+2 %r 

14. p; >•= 2p» 1/5 (5—21/^ =r 3,2491970. p« 

%F = 0,5117760+2%p 

i) Das reguläre Eilfeck (Endekagon). 

Gegeben: Gesucht: 

1. a = 32« 43' 38,^" 

2. «p = 147» 16' 21^" 

3. r; a s 0,5634652. r 

%a = 0,7508671— l+%r 

4. p; a = 6,5872530. p 

/flg-a = 0,6788252— l+/flg:p 

5. Fi a Ä 0f3267618.l/F 

% a = 0,5142313—1 +| foyF 

6. a; r=5 1,7747331. a • 

%r = 0,2491330 +/o^a 

7. p; r = l,0422Ül.p 

% r =s 0,0179562+%p 

8. F; r = 0,5799149. KF 

fo^ r == 0,7633643 — 1 + 1 /fl^F 

« 

9. a{ p =± 1,7028439. a 

fcffT> = 0,2311748+%a 

10. r; 7» = 0,9594930.* 

%p e= 0,9820419— l+/o^r 

11. F; p = 0,5564244 . KF 

, fog-p = 0,7454061 — 1 + J logY 

12. a; F =. 9,3656415.a» 

lo^F «= 0,9715374+2 %a 
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13. f ; F— 2/9735244. r» 

log¥ = 0/4732714+2 Aiarr 

14. p; F = 3,2298915. p* 

logV = 0,5091880+2 %r 



k)^ Das reguläre ZwSlfeck (Dodektgon). 



Gegeben: 


Gesucht: ' 


1. 


a = 30» 


2. 


9 = 150» 



3. r; fl = |r (1/6— 1/2) = 0,5176381. r 

tog*= 0,7140261 — l+/o;r 

4. p; a = 2p(2— 1/3) = 0,5358984. p 

%a = 0,7290825— l+üjg-p 

5. F; « = l/iF(2— J/JÖ = 0,2988585. l/F 

7o^a = 0^754656— 1+1 /ofF 

6. a; /• =: ia(l/6+V^) =3 1,9318516. a 

logx =i 0,2859737 + % a 

7. p; r = ^p (1/6— 1/2) = 0,5176381. p 

^ logTsz 0,7140261 — l+%p 

8. F; r = l/|F = 0,5773503. J/F 

Zog- r = 0,7614394—1 +| fog-F 

9. a; p = ^a(2+l/3). = 1,8660254. a 

hgp = 0,2709175+7og-a 

10. t; p = |r (1/6+1/2) = 1,9318546. r 

/ög-p = 0,2859737 +/<)grr 

11. P, f! == l/iF(2+J/^ = 1,1153551. l/F 

%p = 0,0474132+1 /oyF 

12. a; jPss: 3a» (2+1/3) = 11,1961524. a* 

- fog-F = 1,0490688+2 /ofa 

13. r; F = 3r» 
p; fss 3p*(2— V/3) = 0,8038476. p* 

le^F SS 0/9051737 «^1 +2 fo^p 
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1) Die regnl&ren Polygone' bis mm Vierandzwanzig Eck. 







Das dreizehn Eck. 


Daa vienehn Eck. 


Gegeben: 


Gesttcbt: 


- 


1. 




a s 27» 41' 32:jV' 


26« 42^ 514" 


2. 


• 


^ 9 = 1520 18* 27-jV' 


154» 17' 8|" 


3. 


r; 


a =3 0,4786312. r 


0,4450419. r 






/o^ a SS 0,6800009— 1 +%r 


0,6484008— l+/0e:r 


4. 


a; 


r = 2,0892913. a 


2,2469806. a 






logx^ 0,3199989+'oj'a 


0,3515993+%a 


5. 


*' 


p — 2,0285803,8 


2,1906441. a 




- 


/o^p K 0,3071921 +/o;a- 


0,3405718+% a 


6. 


«; 


F = 13,1857719. a» 


, 15,3345064. a« 


"«». 




/o^Fsr 1,1201055+2 /<)8^a 

« 


1,1856699+2 fo^a 




V 


Da« fimlzelui Eck. 


Das seehsKebn Eck. 


1. 




äs 24» 


22<»30' 


2. 




9 = 156» 


157« 30* 


3. 


r; 


a xs 0,4158234. r 


0,3901806. r 






logi^ 0,6189089— i-f%r 


0,5912656— l+fo^T 


4. 


a; 


r ^ 3,4048672. a 


2,5629186.« 






/o^ra> 0,3810983 +/()9a 


0,4087343+/<>^a 


b. 




p s= 2,3523150. a . 


2,5136698. a 






log^ =. 0,3714955+/of a 


0^1003081 +/0^a 


5. 


«; 


/• =5 17,6423629. a« 


20,1093580. a* 




» 


log F s 1,2465567 + 2 % a 


1,3033982+2 logti 



I. 



E 
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Das siebzebn £ck. 



Dm a^tzdiii Eck. 



Gegeben 

1. 
2. 



3. 



4. 



6. 



'; 



•; 



«; 



a; 



Gesucht: 

(X SB 21« lO* 35,5?" 
9 » ISS« 49* 24if " 

a =; 0,3674990. r 

hg »SS 0,5652561— l+Zo^r 

r SS 2,7210969. a 

logt SS 0,4347440-f-fof a 

p sa 2,6747652.8 

legf SS 0,4272856+%a 

. /'» 22,7355038. a» 

logF sa 1,3567046+^ %a 



20» 
160» 

0,3472964. r 
0,5407003— 1 4-^ r 
2,8793853. a 

0,4592998+/«^» 
2,8356409. a 

0,45265t2+/«fa 

25,5207681. a< 

1,4068937+2 %a 



Das nemuehn Eck. 



Das zvaazig Eck. 



1. 
2. 

3. 
4. 
5. 
6. 



f; 



a; 



»; 



a; 



a 



SP = 



a 
log» 

r 
logt 

P 
logf 

F 

logF 



18« 56' 50f|« 
161» 3' »j%« 

0,3291892. r 
0,5174455— l+%r 
3,0377692. a 
0,4825548-f/o;a 
2,9963380. a 
0,4765908+fo;a 

28,4652110. a> 

, 1,4543143+2 fo^a 



-% 



18» 
162« 

0,3128690. r 
0,4953625— l+/o^r 
^1962266. a 
0,5046375+/o^a 
3,1568758.8 
0,4992575+/o^a 
31,5687575.8» 
1,4992574+2 %a 



öo 



Das einundzwansig Eck. 



Das zweiuntUwanBig Eck. 



G^eben: Gesucht; 



1. 
2. 



3. 



5. 



6. 





. a SS 17« 8'34>« 


. 16» 21' 49iV' 




9 Ä 162« 51' 25f' 


163» 38' 10 jf" 


r; 


as= 0|2980846.r 


0,2846296. r 




%a = 0,4743394— l+/0^r 


0,4542801— l+%r 


a; 


r sr 3,3547557. a 


3,5133383. a 




/(lyr s 0,5256609+/bj:a 


0,5457199+%a . 


*; 


p == 3,3172859. a 


3,4775776. a 




/<>;p =: 0,5207828+/<>;a 


0,5412768+7o^a 


?; 


F= 34,8315014. a* 


38,2533531. a* 




hgT si 1,5419722+2 %a 


1,5826695+2 %a 



Da5 dreiimdzwanzig Eck. 



Das vienmdzwanzig Eck. 



1. 




a =s 15« 39' 7|*" 


15» 


2. 




9 SS 164» 20' 5ijV" 


165» 


3. 


r; 


a s 0,2723333. r 


0,2610524.r 






%a =s 0,4351007— l+%r 


0,4167276r'l+%r 


4. 


»; 


r = 3,6719752. a 


3,8306488. a 






%r SS 0,5648997+2o/ra 


0,5832723+%a 


5. 


•; 


p = 3,6377743.8 


3,7978771. a 






&^p SS 0,5608357 +%a 


0,6795409+/o^a 


6. 


«; 


F =s 41,8344045. a* 


45,5745246. a« 






/o^Fss 1,6215336+2 /o^a 


1,6587321+2 2o^a 



E2 
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VIL 0erK.rei8. 

A) Cyclometriscbe HülfBSxblen. 

a) AnnalMnide Werlhe für die Veriiällnisse dea Durchmessers zur Peri{Aerie» tni 
FUdie des Kreises und zum körperlichen Inhalt der Kugel. 

1) Du Veihittnifs des Durchmessers zur Peripherie = 

1 IK 

=3 1 ZU 3,141592653589 793238462643 3832795028S4 19716939937: 
105820974944 592307816406 286208998628 034825342111 
067982148086 513282306647 093844609550 58226136.;- 
ode* logarilhmisdi, vie: 

zu 0,497149872694133854351268.... 

Dieses VeriiältniTs wird annähernd ausgedrückt durch : 
1 = 3 



g= 3,14150.. 



113 " 
^jjjj- = 3,1415926531.. 
104348 



^^ = 3,1416926535.. 



^gj^ = 3,1415926536.... 
^g = 3,141592653581. 
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» 

3) Daa VetliiltBifii des Quadrats, des Durchmessen im 
1 zu 0|785398163397.... 
»der logarithmiscb, wie: 

10 XU 9,8950898814.... 

Dieses Verhältnifs wird apnähemd ausgedrückt d^rch : * 

1 = 0,75 

1 = 0,8 

1 = 0,7777.... 

ü 
11 

TT sss Ui78o7 • . • . 
14 

^1^ ^ 0/78538. ... 

# 

^ s 0/7853982.... 
452 



3) Das Verhfiltnils des Durchmessers zur Seite eines QuadratSi dessen Fläche 

der Kreisfläche gleich wäre = , 

1 zu 0/886226925453.... 
oder l4^arilhmischy wie: 

10 zu 9/9475448.... I 

s \ . 

« I 

Dieses Verhaltnils wird annähernd ausgedrückt durch: | 

7 • -' i 

^ = 0/87*... ^ 

o 

1 = 0,888.... j 

31 

75F ^--: 0/885 .... 

■ jTT SS 0/8863 .... 
i55 "^ 0/8861 .... 



— 38 ~ 
"*■ 4) Dtf ValdfltM& l» Cabw des DmJui n jieu xqm Uipa fc h ea falMÜe der 

1 xa 0^53319S77&S96.... 
•der l«prilbauadi, wie: 

10 m 9|7189966223.... 

DiMM Valiilteil« wifd «nnihenid aiugedrackt dnrcii; 

1 = 0^ 

ii SS 0,5238.... 

111 

-— = 0r5235.... 

^ =r 0/6236.... 

^ =3 0,5235.... 

g=-7 =3 0/5235. ... 

Attmtrkitng. Ueber di« nnendlklien Reihen, durch welche dai Verhalmi(» des Dmchmesscn cum 
Umkmae auifadrttclu wird, euhe den betreffenden Artikel in der trigonometrischen Abtheilung 
diüM W«rku. 



b) Multiplft und Quolienten von ir. 

» 

aa) Werdie von n« 

-^ « s 6/283185307180 « < £= 18/849555921539 
3«s 9/424777960769 7 « ss 21,991148575129 

t 

4 « B> 12/566370614359 8 « s= 35/132741228718 

J5 <c SB 15,707963967949 .9 « s 28/274333882308 
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n 
t s 1,570796326795 

j = 1,047197551197 

j s=i 0,785398163397 

I sc 0,628318530718 

I =x 0,523598775599 

^ a> 0,448798950513 

I = 0)392699081699 

I =: 0,349065850399 

cc) Werthe von — 

- s= 0,318309886184 

- s= 0,636619772368 

- s: 0,954929658551 

i = 1,273239544735 

n 

^ s 1,591549430919 

- = 1,909859317103 



- s= 2f228169203287 

- SS 2,546479089470 



dd) MuIt^U TOB j 
7.1 » 0,785398163397 

^.2 = 1,570796326795 

4 . 

j.3s= 2,356194490192 

I 

|.4 = 3,141592653590 
j.6s= 3,926990816987 
7.6 — 4,712388980385 
J-.7 = 5,497787143782 
J.8 =s 6,283185307179 

J.9 »5 7,068583470577 

f 
ee) Multipla von j- 

i^.l =5 0,079577471546 
^.2 = 0,159154943092 

♦ 

^.3 =-0,23873241463» 

;~.4 =s 0,318309886184 

1..5 *= 0,397887357730 
4w 



4< 
1 



.6 = 0,477464829276 



^.7 = 0,557042300822 
JJ.8 = 0,636619772367 



J = 2,864788975654 



j|j.9 = 0,716197243913 



— 40 — 



. ff) Mult^b Ton - 



.1 = 0,533598775598 



J.3 = 1,570796326795 
o 

|.4 = 8,094395102393 
|.5 = 3,617993877991 
|.6 = 3,141592653590 
|.7 = 3,665191429188 
J.8 = 4,188790204786 
J.9 = 4,712398980385 

gg) Multipla TOD ^11 

•iV«.l = 0,261799387799 

Jf « . 2 = 0,523598775598 

A« . 3 = 0,785398163397 

Jf« ■ 4 = Irf)47197551197 

J;> . 5 = 1,3089969389% 

A«.6 = 1,570796326795 

= 1,832595714594 

B %094395102393 

= %35«194490192 



Ui) Miilti|ih TOD t]/^^ 
3 j/i . 1 = 0klS8379l67096 
3|/i.2 = 2,286758334191 
i^^.i = 3,385137501287 
2]/i.4= 4,513516668382 
2|/^i . 6 = 6,641895835478 
2|/i.6= 6,770275002573 
2]/^ . 7 =: 7,898654169669 
2}/i.8= 9,027033336764 
2]/i.9 = 10,155412503860 

ii) Moltipla TOD Kl« 

l/{». 1 =^ 0,805995977009 
Ki«.2 = 1,611991954016 
I/i«.3 = 2,417987931025 
|/i«.4 = 3,223983908033 
Ki» . 5 = 4,029979885041 
K4«.6 = 4,835975862049 
KJ«.7 = 5,641971839058 
t/{«.8 = 6,447%7816fl6« 
I/i«.9 = 7,253963793074 



41 — 



kk) Multipla von 



Vh 



11) Einzelne Angaben. 



1,240700981799 



3 

\/^(j^ . 4 = 4,962803927195 



2,481401963598 



3/722102945396 




= 6,203504908994 



SS 7,444205890792 



s= 8,684906872592 



SE 9,925607854390 



zsz 11,166308836189 



log IC 


= 


0,497149872694 


'i\ 


= 


9,502850127306 


log nat « 


«WM* 


1,144729885849 


«* 


= 


9,869604401090 


logn* 


=3 


0,994299745388 


n» 


= 


31,006276680003 


%«• 


= 


1/491449618082 


p 


= 


1,772453850906 


logV* 


c=: 


0,248574936471 

* 


Vh 


= 


0,564189583548 


Vw 


= 


0,560499121638 


3 

1/« 


« 


1,464591893338 


3 


^^^1 


0,165716624231 


1/1 


= 


0,805995977008 



—10 



I. 
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c) Verwandlung der Winkel in Bogen. 
aa) Tafel der Bogenlängen für den Halbmesser =s 1. 



' 



1) Die Grade. 



i 



1« 
20 

3» 
4» 
5» 

6» 

70 

8» 

9» 

10» 

20» 

30<» 

40» 

50» 

60» 

70» 

80» 

90» 

100» 

110» 

120» 

130» 

140» 

150» 

160» 

170» 

180» 

270» 

360» 



0,01745329 
0,03490659 
0,05235988 
0,06981317 
0,08726646 
0,10471976 
0,12217305 
0,13962634 
0,15707963 
0,17453293 
0,34906585 
0,52359878 
0,69813170 
0,87266463 
1,04719755 
1,22173048 
1,39626340 
1,57079633 
1,74532925 
1,91986218 
2,09439510 
2,26892803 
2,44346095 
2,61799388 
2,79252680 
2,96705973 
3,14159265 
4,71238898 
6,28318531 



2) Die Müiuten. 

1' = 0,00029089 

2' = 0,00058178 

3< = 0,00087266 

4« B 0^)0116355 

5^ = 0,00145444 

& = 0^)0174533 

7' SS 0/)0203622. 

8« BS 0,00232711 

9« s= 0,00261799 

10< = 0,00290888 

20« = 0,00581776 

30< = 0,00872665 

40< =x 0,01163553 

50» =c 0,01454441 

3) Die Secunden. 

i» = 0,00000485 

2« = 0,00000970 

3" = 0,00001454 

4« = 0,00001939 

5" s= 0,00002424 

6" = 0,00002909 

7" = 0,00003394 

8" = 0,00003879 

9« = 0,00004363 

10" =: 0,00004848 

20" = 0,00009696 

30" = 0,00014544 

40" — 0,00019393 

50" = 0,00024241 



r 
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Anmeckuag. AniföliiUdie Tafieln für did LSngcB derKieiabogcn glebt Lambert Suppl. tob. log. 
et trig. Tab. XXIII. auf 27 DecimalrStdlaa fSr jeden fiinwliien Gnd. Desgletchöi Cagnoli 
Trig<m. rect. et q>h. Tab. AA. 



bb) Einzelne HüICszahlen. 



1. «rc = rad = 57«» 17' 44« 48'« 22»^ 29^ 21^» 



2. = 57«, 2957795129 

3. s 206264", 806247 

4. ^1« = 8,2418773676—10 

5. log Vi =6,4637261172 — 10 

6. lof\u =s 4,6855748668— 10 

7. fo^ Ä -- 1,7581226324 =s loa 57», 29577Ö5129 

8. /o^l2§22! s 3,5362738827 

9. %^^§222ü =3 5,3144251337 SS fof 206264«, 806247 



Aatnerkung. Alte auf die Fimctionen des KzeiMs sich besidienden Fonnela und Reihen finden 
ihre Stelle in der analytischen Trigonometrie und sind dort aufzusuchen* 



N 



F 2 
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* 

B) Berechnung der Linien und Fl&chen bei dem gansen Kreise. 

Es sei der Flächeninlialt eines Kreises a: F 

seine Peripherie = p 

der Durchmesser =s d 

der Halbmesser ss r 

Gegeben: Gesucht: ^ 

1. r; Fs=r»« = 3,141592653590. r» 

%F = 0,4971498726+2 %r 

2. d; F=id»it = 0,785398163397. d» 

log¥ =. 0^50898810—1+2 %d 

3. p; F^\X = 0,079577471546. p* 

/b^F = 0,9007901360— 2+2%p 



4. r; ;> = 2ric == 6,283185307180. r 

log p a 0,7981798684 -\-logt 

5. d; , j9 = d< = 3,141592653590. d 

fojrp «=: Q^4971498726+fo^d 

6. F; ;» Ä 2 1/F**= 3,544907701812. l/F 

: log^^ 0,5496049322+} logV 

7. d; r = id . 

8. p; r =s \X = 0rl5915494309ä.p 

logt SS 04(018201323— l+%p 

9. F; r = |/| =a 0,564189583548. ]/F 

' logt =s 0,7514250636— l + J/««-F 

10. r; rf =3 2r 

11. p; j = B. — 0,318309886184.0 

lo^ d =s 0,5028501273— l+Z^p 

12. F; dsi ^l/^ = 1,128379167096. KP 

logA^ 0,0524550595+1 2o;F 



' — 4$ — ' . , 

Z n 8 a, t z« 

Zur Erleichterung der häuQg vorkommenden Kreisrechnungen dient, da wo 
keine groCsere Genauigkeit erforderlich ist, folgende Tafel, welche die Flächen der 
Kreise lur den Durchmesser von 1 *— 1000 enthalt. 

Dardunesser. Flädie. Durchmesser. Flache; 

1 0,78S 31 754,7 

2 3,141 32 804,2 

3 7,067 33 855,2 

4 12,57 34 907,* 

5 19,63 35 962,» 

6 * 28,27 , . ' 36 1018 . 

7 38,48 37 1075 

8 50,26 38 1134 

9 63,61 39 1194 

10 78,53 4a 1256 

11 95,02 41 1321 

12 . 113,1 42 138& 

13 132,7 43 1452 

14 153,9 44 1520 
- 15 • 176,7 45 1590 

16 201,1 46 1662 

17 226,» 47 1735 

18 254,4 48 - 180»^ 
1» 283,& 4» 1885 ' 
2j> 314,1 50 1963 

21 346,3. .51 2043 

22 380,1 62 2124 
23. 415|& 53 2206 

24 452,3 54 2290 

25 490,» 56 2376 

26 530,» 56 2463 

27 . 672,5. 57 2551 

28 615,7 5» 2642 

29 660,6 59 2734 

30 706,8 60 2827 



Durdimesser. 


Fläch^ 


61 


2922 


62 


3010 


63 


3117 


> 64 


3217 


65 


3318 


66 


3421 


67 


3526 


68 


3631 


6» 


3739 


70 


' 384» 


71 


3959 


72 


4071. 


73 


4186 


74 


430O 


75 


4417 


76 


4536 


77 


4656 


78 


4778 


79 


4901 


^ 


5026 


81 


5153 


82 . 


5280 


83 . 


5410 


, 84 


5541 


85 


5674 


86 


58W 


87 ' 


594'J 


8» 


608S 


SB 


6221 


90 


6361 
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Doiclmittfcr* 


Flidie. 


91 


6503 


92 


6647 


93 


6792 


94 


6939 


95 


7087 


96 


7237 


97 


7389 


98 


7542 


99 


7697 


100 


7853 


101 


8011 


103 


8171 


103 


8332 


104 


8494 


105 


8659 


106 


8824 


107 


8992 


108 


9160 


109 


9331 


110 


9503 


111 


9676 


112 


9852 


113 


10028 


114 


10207 


115 


10386 


116 


10568 


117 


10751 


118 


10935 


119 


1U22 


120 


11309 


121 


11499 


122 


11689 


123 


11882 


124 > 


12076 


125 


12271 



126 


12468 


127 


12667 


128 


12867 


129 


13069 


130 


13273 


131 


13478 


132 


13684 


133 


13892 


134 


14102 


135 


14313 


136 


14526 


137 


14741 


138 


14957 


139 


15174 


140 


15398 


141 


15614 


142 


15S36 


143 


16060 


144 


16286 


145 


16512 


146 


16741 


147 


16971 


148 


17203 


149 


17436 


150 


17671 


151 


17907 


152 


18145 


153 


18385 


154 


18626 


155 


18869 


156 


19113 


157 


19359 


158 


19606 


159 


19855 


160 


20106 



161 


20358 


162 


20611 


163 


20867 


164 


21124 


165 


21382 


166 


21642 


167 


21903 


168 


22167 


169 


22431 


170 


22696 


171 


22965 


172 


23235 


173 


23506 


174 


23778 


175 


24052 


176 


24328 


177 


24605 


178 


24884 


179 


25164 


180 


' 25446 


181 


25730 


182 


26015 


183 


26302 


184 


26590 


185 


26880 


186 


27171 


187 


27464 


188 


37759 


189 


28055 


190 


28352 


191 


28652 


192 


28952. 


193 


•29255 


194 


29559 


195 


29864 
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!>archme88cr. 


FUcfae. 


Ourclimeiiser. 


Flidie. 


196 


30171 


231 


41909 


197 


30480 


232 


42273 


198 


30790 


233 


42638 


199 


31102 


234 


43005 


200 


31415 


235 


43373 


201 


31730 


236 


43743 


202 


,32047 


237 


44115 


203 


32365 


238 


44488 


204 


32685 


239 


44862 


205 


33006 


240 


45238 


206 


33329 


241 


45616 


207 


33653 


242 


45996 


208 


33979 


243 


46376 


209 


34306 


244 


46759 


210 


34636 


245 


47143 


211 


34966 


246 


47529 


212 


35298 


247 


47916 


213 


35632 


248 


48305 


214 


35968 


249 


48695 


215 


36305 


250 


. 49087 


216 


36643 


261 . 


49480 


217 


36983 


252 


49875 


2ia 


37325 


253 


50272 


219 


37668 


254 


50670 


220 


38013 


255. 


51070 


221 


38359 


256 


51471 


222 


38707 


257 


51874 


223 


39067 


' 258 


52279 


224 


39408 


259 


52685 


225 


39760 


260 


53092 


226 


40114 


261 


53502 


227 


40470 


262. 


53912 


228 


40828 


263 


54325 


229 


41187 


264 


54739 


230 


41547 


265 


55154 



Durchmesser- 


Flidie. 


266 


55571 


267 


55990 


268 


56410. 


269 


56832 


270 


57255 


271 


57680 


272 


58106 


273 


58534 


274 


58964 


275 


59395 


276 


59828 


277 


60262 


278 


60698 


279 


61136 


280 - 


61575 


281 


62015 


282 


62458 


283 


62901 


284 


63347 


285, 


63793 


286 


64242 


287 


64692 


288 


65144 


289 


65567 


290 


66051 


291. 


66508 


292 


66966 


293 


67425 


294 


67886 


295 


68349 


296 


68813 


297 


6927Ö 


298 


69746 


299 


70215 


300 


70685 





FUche. 


Durchmesser. 


FUche. 


Dnrdimesser. 


Fliehe. 


301 


71157 


336 


88668 


371 


108103 


3(n 


71631 


337 


89196 


372 


108686 


303 


72106 


338 


89727 


373 


109271 


304 


72583 


339 


90258 


374 


109853 


30» 


73061 


340 


90792 


375 


110446 


306 


73541 


341 


91336 


376 


«1036 


307 


74022 


342 


91863 


377 


111627 


Mi 


74506 


343 


92401 


378 ■ 


112220 


309 


74990 


344 


92940 


379. 


112815 


3t0 


75476 


345 


93482 


380 


113411 


311 


75964 


346 


94024 


381' 


114009 


312 


76453 


347 


94569 


383 


114608 


313 


7694t 


348 


95114 


383 


115309 


, 314 


77437 


349 


95663 


384 


115811 


315 


77931 


350 


96211 


385 


116415 


316 


78426 


■ 351 


■ 96761 


386 


117021 


317 


78923 


352 


97313 


387 


117628 


318 


79422 


353 


97867 


388 


118236 


319 


79922 


354 


98422 


389 


118847 


320 


80424 


355 


98970 


390 


119459 


321 


80928 


356 


99598 


391 


120073 


322 


81433 


357 


100098 


392 


120687 


323 


81939 


358 


100659 


393 


121303 


324 


82447 


359 


101222 


394 


121922 


325 


82967 


360 


101787 


'395 


. 122541 


336 


83468 


361 


103353 


396 


123162 


327 


83981 


362 


102921 


397 


123785 


328 


84496 


363 


103491 


398 


134410 


329 


85012 


364 


104062 


399 


125036 


330 ■ 


85529 


365 


104634 


40O 


125663 
126293 
136923 
127555 
138189 
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cblMW 


I. VOAti 


DnichnicaMr. 


Flicht. 


DnTcfameaMr. 


Flid». 


406 


139461 


441 


152745 


476 


■ 177963 


407 


130100 


442 


153438 


477 


178700 


40» 


130740 


443 


154133 


478 


179450 


409 


131383 


444 


154880 


479 


180202 


410 


. 132036 


445 


155598 


480 


180955 


411 


132670 


446 


156228 


481 


18171» 


41« 


133316 


447 


156939 


482 


182466 


413 


133964 


448 


157632 


483 


183294 


414 


134614 


449 


158337 


484 


183984 


415 


135266 


450 


159043 


485 


184746 


416 


135917 


451 


159760 


486 


185507 


417. 


136573 


463 


160459 


■487 


186273 


418 


1373S7 


453 


161170 


488 


187037 


419 


137885 


454 


161883 


489 


187806 


490 


138544 


465 


163597- 


490 


188574 


4!1 


139304 


456 


163312 


491 


189344 


4Ü 


139866 


467 


164039 


492 


190116 


4!3 


140530 


458 


164748 


493 


190890 


4i4 


141196 


459 


165168 


494 


191665 


426 


141863 


460 


166190 


495 


193443 


426 


142530 


461 


166913 


496 


193290 


4S7 


143200 


463 


167638 


497 


194000 


AK 


143872 


463 


168366 


^ 


194781 


4!9 


144546 


464 


169093 


499 


195564 


4W 


145330 


465 


169833 


500 


196349 


431 


145886 


466 


170553 


, 501 ■ 


1»713S 


433 


146674 


467 


171286 


503 


19793» 


433 


147263. 


468 


173031 


503 


1987» 


434. 


147934. 


469 


1727S6 


504 


199501 


436 


148616 


470 


173414 


506 


900386 


436 


149301 


471 


174233 


506 


30109» 


4*7 . 


. 149986 


473 


174974 


50T 


301886 


438 


. 150673' 


473 


175716 


508 


202683 


43» 


151363- 


474 


176160 


509 


203411 


44t 


1630(3' 


' 476 


177306 


510 


3043*1 



■ i 



t» 



DatduntaMf. 


Fliclie. 


511 


205083 


512 


205887 


' 613 


206682 


514 


207409 


516 


208307 


516 


209116 


517 


209928 


516 


210741 


519 


211566 


580 


212371 


581 


213189 


588 


214006 


523 


214889 


524 


215661 


525 


216475 


526 

1 • 


217300 


597 


218127 


588 ^ 


2fa956 


589 


219786 


539 


220618 


531 


221451 


582 


222286 


533 


223122 


534 


223960 


585 


224800 


536 


225641 


51T 


226484 


5S8 


227326 


519 


228174 


540 


229022' 


541 


229871 


548 


230721 


543 


231573 


544 


232487 


546 


23328S 



ParchnM— ir. 


Hiche. 


546 


234139* 


547 


234998 


.548 


235858. 


549 


236719 


560 


237562 


561 


238447 


562 


239313 


553 


240161 


554 


241061 


566 


241988 


566 


242794 


567 


243666 


568 


244544 


569 


245482 


560 


246300 


561 


247181 


562 


248063 


563 


248946 


564 


249832 


565 


250718 


566 


251607 


567 


2524% 


568 


253388 


569 


254261 


570 


255175 


571 


256078 


578 


256969 


573 


257866 


574 


258769 


576 


259672. 


576 


260576 


577 


261481 


576 


262388 


579 


263297 


580. 


264207 



DorduBesMc 


lUdMu 


581 


265119 


562 


266033 


583 • 


266948 


584 


267864 


565 


268762 


566 


269702 


567 


270623 


588 


271546 


589 


272471 


590 


273397 


'591 


274324 


592 


275253 


593 


276164 


594 


277116 


595 


278060 


596 


27898S 


597 


279989 


586 


280861 


599 


281861 


600 


282743 


601 


283686 


608 


284631 


603 


2855n 


604 


286585 


606 


287496 


606 


288426 


607 , 


289379 


696 


290333 


609 


291289 


610 


292246 


611 


293296 


612 .; 


294166 


613 


295186 


614 


296091 


61S 


2970S7 



M 



irdiinesscr. 


FUiclie. 


DnrdmMMer. 


FttdML 


DnrduoMser. 


»dM. 


' 616 


398024 


651 


333892 


686 


369605 


' 617 


298992 


652 


333875 


687 


370683 


618 


299962 


633 


334960 


688 , ■ 


371763 


' 619 . 


300933 


654 


335927 


680 


37284& 


• 620 


301907 


655 


336955 


690 


373928 


: 621 


302881 


656 


33798& 


691 


375013 


;' 622 


303857 


657 


339016 


692 


376098 


• ' 623 


304835 


658 


340049 


693 


377186 


;. 624 


305815 


659 


341083 


694 


378276 


•'' 625 


306796 


66a 


342119 


695 


379366 


•' 626 


307778 


661 


343156 


696 


380499 


■'■ 637 


308762 


662 


344196 


697 


381553 


•^'m 

' 628 


309748 


663 


345236 


698 


383649 


- 629 


310735 


664 


346278 


699 ' 


383746 


■' 630 


311734 


665 


347322 


7oa 


384845 


■" 631 


312714 . 


666 


348368 


701 


385945 


- 632 


313706 


667 


349415 


' 702 


387047 


' 633 


314700 


668 


350463 


703 


388150 


' 634 


315695 


669 


351513 


704 


389355 


• 635 


316692 


670 


352565 


706 


390362 


• 636 


317690 


671 


353618 


706 


391470 


637 


.318680 


672 


354673 


707 


.393580 


'• 638 


319691 


673 


355739 


708 


393691 


639 


320694 


674 


356787 


709 


394804 


640 


321699 


675 


357847 


710 


395919 


641 


332705 


676 


358908 


711 


39703S 


642 


323712 ^ 


677 


359970 


712 


398152 


643 


334733 


678 


361034 ' 


713 


399273 


644 


335733 


679 


362100 


714 


400393 


645 


326746 


680 


363168 


715 - 


401515 


646 


327759 


681 


364237' 


716 


402639 


647 


328774 


68S 


365307 


717 


403764 


648 


329791 


683 


366379 


718 


404891 


649 


330810 


684 


367453 


719 


406020 


650 


331830 


686 


368526 


720 


407150 



G3 



9i 



DnrduBCsMf. 


FÜdie. 


DotduMMCt« 


FlidM. • 


DnichmeBser. 


Flicke. 


7^1 


408282 


756 


448883 


791 


491408 


722 


409415 


757 


450071 


792 


492651 


723 


410550 


758 


451261 


793 


493a9& 


724 


411686 


759 


452452 


794 


495143 


725 


412824 


760 


453645 


795 


496391 


726 


413964 


761 


454840 


796 


497640 


727 


415105 


762 


456036 


797 


498891 


728 


416248 


763 


457234 


798 


500144 


729 


417392 


764 


458433 


799 


501398 


730 


, 418538 


765 


459634 


80O 


502654 


73t 


419686 


766 


460837 


801 


503912 


732 


420835 


767 


462041 


802 


505171 


733 


421985 


768 


463246 


803. 


506431 


734 


423137 


769 


464453 


804 


507693 


735 


424491 


770 


465662 


805 


508937 


736 


425447 


771 


466872 


806 


510222 


737 


426603 


772 


468084 


807 


511489 


738 


427762 


773 


469298 


808 


512758 


739 


428922 


774 


470513 


809 


514028 


740 


430084 


775 


471729 


810 


515299 


741 


431247 


776 


472947 


811 


516572 


742 


432411 


777 


474167 


812 


. 517847 


743 


433578 


778 


475388 


813 


519123 


744 


434746 


779 


476611 


814 


520401 


745 


435915 


780 


477836 


815 


522681 


746 


437086 


781 


479062 


816 


522962 


747 


438259 


782 


480289 


817 


524244 


748 


439433 


783 


481518 


818 


525528 


749 


440609 


784 


482749 


819 


526814 


750 


441786 


785 


483981 


820 


528101 


751 


442965 


786 


485215 


821 


529390 


'S2 


444145 


787 


486451 


822 


530680 


53 


.445327 


788 


487688 


823 


531972 


54 


446514 


789 


487926 


824 


533266 


/»„ . 


447696 


790 


490166 


825 - 


534561. 



53 



DurdimesseT. 


FUdw. 


■ Durchmesser. 


Flachen 


Onrchiaesser. 


Flidie. 


836 


535858 


861 


582232 


896 


630530 


827 


537156 


' 862 


583585 


897 


631938 


838 


538456 


863 


584940 


898 


633348 


829 


539757 


864 


586296 


899 ' 


634759 


830 


54106& 


865 


587654 


900 


636173 


831 


542365 


866 


589014 


901 


637587 


832 


543671 


867 , 


590375 


802 


639003 


833 


544979 


868 


591737 


903 


640420 


834 


546288 


869 . 

• 


593102 


904 


641839 


835 


547599 


870 


594467 


905 


643260 


836 


548911 


871 


595835 


806 


644683 


837 


550225 


872 


597204 


907 


646107 


838 


551541 


873 


598574 


908 


647532 


839 


552858 


874 


599946 


909 


648959 


84a '* 


554176 


875 


601320 


910 


650388 


841 


555497 


876 


602695 


911 


651818 


842 


556819 


877 


604072 


912 


653230 


843 


558142 


878 


605450 


913 


654683 


844 


559467 


879 


606830 


914 


656118 


845 


560793 


880 


608213 


915 


657554 


846 


562132 


881 


609595 


916 


658993 


847 


563451 


882^ 


610980 


917 


660432 


848 


564782 


. 883 


612366 


918 


661873 


849' 


566115 


884 


613754 


919 


663316 


850 


667450 


885 


615143 


920 


664761 


851 


568786 


886 


616534 


921 


666206 


852 


570123 


887' 


617926 


922 


667654 


853 


571462 


888 


619321 


923 


669103 


854 


572803 


889 


620716 


924 


670554 


855 


574145 


880 


622113 


925 


672006 


856 


575489 


891 


623512 


926 


673460 


857 


576834 


892 


624913 


927 


674915 


858 


578181 


893 


626314 


928 


676372 


859 


579530 


894 


627718 


929 


677830 


860 


580880 


895 


629123 


930 


679290 



« • 
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Durdiiaestfer. 


Flidw. 


DurduacMer. 


Wkhi. 


DuidiauMet. 


Fliehe. 


931 


68079S 


999 


716302 


979 


752787 


933 


682215 


956 


717803 


9M 


754296 


933 


683680 


997 


719306 


981 


755896 


934 


683146 


998 


720810 


982 


757378 

1 


93S 


686614 


959 


722315 


983 


758811 


936 


688084 


960 


723822 


«ffl4 


760466 


937 


689595 


961 


725311 


985 


762012 


931} 


691027* 


962 


726842 


986 


763560^ 


939 


6925(» 


963 


728353 


967 


765U0 


940 


693977 


964 


729867 




766661 


941 


699495 


965 


731382 


989 


768214 


941 


696934 


966 


732899 


990 


769768 


943 


698414 


967 


734417 


981 


771324 


944 


699896 


968 


735936 


992 


772882 


946 


701380 


969 


737458 


993 


774441 


946 


702869 


970 


738981 


984 


776001 


947 


704392 


971 


740509 


996 


777563 


948 


705840 


972 


742031 


nS90 


779127 


949 


707330 


973 


743559 


987 


780692 


9S0 


708821 


974 


745088 


998 


782259 


951 


710314 


975 


746619 


999 


783828 


993 


711809 


976 ' 


748151 


lOÜO 


785398 


993 


713305 


977 


749685 


~ 


• 


994 


714803 


978 


751220 







C) Berechnung der Linien und Flächen bei einzelnen Theilen 

des Kreisen 



£s sei der Radius des Kreises . s= r 

ein Winkel am Mittelpunkte in Graden ausgedrückt = <p 

die m diesem Winkel gehörige Sehne ss a 

deren perpendiculärer Abstand vom Mittelpunkte = m 

der korrespondirende Kr ei sbogen ^ b 

der Pfeil des Abschnitlea = f 



• • 



die Flache des Kreisausscfanittes (Sectors) sa T 

die Flache des Kreisabschnittes (Segments) ss S 

^ werde ferner der Winkel von 206264 Secimden, -bei 
welchem der Bogen dem Radius gleich ist, ausge- 
druckt durch . s= /M 

Gegeben: Gesucht: 

^ ^' ' ^ 360<'^i»|9 — 2ju^i9 

3. m, <p; * ^ ^ .m = — 9]» 

18(r€»^|9 /uco^|9 

* ' '' "" 18(y>(l— co*|9) "" 2/*«i»*4ip 

s. . ler . a 2r . a 

5. r, a; 6 == —.nrr^m^^ = -.«rc^^^^ 

y- , «r • m 2r m 

o. r, m; 6 = ;;;;r.arcco^— c= — .arccos — 

9(r r /u . r 

- • . «r r — f 2r r— f 

Bir - i ft t 



8. a,m; * = ^KOa^^ 

2l/aa«+m») ^ m ^ 

o r X * a«+4f* . 4af a«+4f* . 4af 
10. T, r; 4s=HI 



., . laO^.b /üb 

u, r, b; 9 SS ss ^-— 

• ' '^ «.r r 

12. ?! a; 9ss2arcM!i^ 

13. r, m; 9cs2are€M— 

14. r, I ; 9 SS 2aiveM— t— 






— M — 



\>; 



J5. r, m; a = «l/ y— m-) 

16. r, f( a = Sl/prt— I«) 

11). V, ta; a ^ im lang ^9 

22. T, 8; n 



ST 



U. b, Ti 

W. .,0 ,= --^ 

^ ' Jitp (p 

37. 9, a; 
28. <p, in; 

s. , = 1// aecs N ixr~ä;:5~-\ 



m 
" cos|9 
f _ f ' 



f; m ;= 



4P 



sr 






9 • 



— 57 -. 

8. <p, T; m Ä cos\^Y \—^ \ = tos\t^y ii — 



9. ^9 S\ m = co^ 



2 



*PK U-180»^ ==«,*, <p|/ (^ ^_;,.„j 



kl, a, m; / == V'(|a*4-m'')— m 

^ CO* ^9 CO* 1^9 v 

46. ,p,T; f ^ sink V^f) ^ sin ^.y^ ^ 

48. b, r; 7= |br • 

* • '' '' "' - 36Ö5-' ~" i;: 

50. <p, a; 7» =_____. a«=:g-^—- 

51. 9,m; ^ =36ffi^Zs-^9'^" = 2^.01*^19 

9, I, ^ ~ 36(H>.*iV|9 ~ 2/ti*mH9 

53. r, a; y == örc*i»s-.Tön;; = — •«'•c*i/>?r- 

' 2r 18(r fi 2r 

54. r, m; y=s«rc*i»^-^— ^.7s=r sc -.flrc*i»^^— ^ - 

' ' r l&r ^ r 

r. r /IT . l/(2rf— f*) r^Ä r^ . l/(2rf— f») 

* . r 180° fA p 

I. H 



58 — 

4af 



a»+4P 



,^ t m • 4af (a«+4l*)«« /a«-{.4l*V 1 

56. a, f; JT = «„«„-j-p^.-^J^— .=:^-:r__j ._.„„:«« 

&7. q», a, r, a — ^^^ j 

58. «p,a,f, 'y-i44Ö5l,f+ 4f; uf 

59. b, a, r; Ä = |br— fal/(4r*— «t») 

60. q>,>r; ^=|i«(j^--5,»<p) = |r'(^-*«9) 

62. 9.ni; '^=1'»% 180» «»'i9 > ^=^'°l ftco^i9 > 

63. 9, f; ^ = |P(2^SS^) = 4^(2:3^) 
64. ' r, a; iS == ^ggj. «rc5i»^ — Ja |/(4r*— a') = 

= -.arc^H j^ — i al/(4r»— a') 

65. r, mj S vi ■r^.arcsm'^-^ '-—my{x^ — m") = 

66. r,r; ^-g^.«rc«„V^^E)_(r-f)l/(2^f-f^) = 

«7 - r c /'»'-b*!*^' * • 4af a(a'— 4P) 

67. ., f; j=^___^.^-g5.arc«»jq:^ 16?— = 

/'a«+4PV 1 . ^»^ a(a»— 4f») 

Anmerkuitg. Wenn der gq;ebeoe Mittelpunktawinkel 9 neben den Graden auch Minuten, Secun- 
den Ui s» w* entküt, so ist es nothwendig» diese Minuten^ Secunden u. s. w. zuvor ab Decim'^- 
bruch eines Gntdes ausiudrücken, oder den ganzen Winket 9 in Minuten, Secunden n. s^ w. tM 
Terwandeln. In letsterem Falle miusen dann in allen Formelii, welche Functionen ron 9 ent- 
iaken, die Zahlen 1440^, 360*. 180», 90* suTor durch Multiplicaüon mit GO oder 3600 u. s. ir. 
gleickfiüls in Minuten oder Secunden venraadAtt werde«. 



— 59 — 

Bei da Anwendung der Fonndiif wtlclie^ den Qölfrlruikel fi» enttudfcii, ist gkicli£i11s *a 

da(8 derselbe su 57% 295.... aiiKiinelinien ist» Mbftld man die MimiUii, Secandca 
u. s. w. dos Wink'els tp als Decimalbruch eines Grades ausgedrückt liat; 

dafs kingegen derselbe za 206264^' angenommen wird, sobald der ganze Winkel q>^ 
suyor in Secundcn yerwanideU worden isL 



.Zusatz 1. 

Tafel für Kreisabschnitt«. 

leichler Bereclmung der Kreissegmente dient folgende Tafel« 
am Schliisse beigefugte Anmerkung Anleitung giebt 



\ 

J 


Zu leichter Be 


Itrauch die am Scbhu 


Länge 


Fläche 


des 


des 


PfeHs. 


Segments. 





0/K)00000 


I 


' 0,0000337 


2 


€(,0001518 


3 


0,0002787 


4 


0,0004290 


5 


0,0005993 


6 


0,0007879 


7 


- 0,0009922 


B 


0,0012118 


9 


0,0014456 


10 


0,0016926 


11 


0,0019521 


12 


0,0022236 


13 


0,0025065 


14 


0,0028003 


15 


0,0031047 


16 


0,0034193 


17 


0^0037436 


18 


0,0040775 


19 


0,0044207 


20 


0,0047728 


21 


0,0051336 



Länge 
des 

Pfeils. 
22 
23 
24 
23 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 



Fläche 

- des 
Segments. 
0,0055030 
0^0058806 
0,0062663 
0,0066600 
0,0070614 
0,0074704 
0/0078869 
0,0083106 
0,0087414 
0,0091793 
0,0096241 
0/0100756 
0,0105339 
0,0109986 
0,0114698 
0^)119473 
0,0124311 
0,0129211 
0,9134171 
0,0139190 
0,0144269 
0,0149406 



le Tafel, zti deren Ge- 

• 


Länge 


Fläche 


des 


des 


Pfeils. 


Segments. 


44 


0,0154600 


45 


0,0159851 


46 


0,0165158 


*"47 


0,0170520 


48 


0,0175937 


49 


0,0181407 


50 


0,0186930 


51 


0,0192506 


52 


0,0198133 


53 


0,0203814 


54 


0,0209544 


55 


0K)215325 


56 


0,0221155 


57 


0,0227034 


58 


, 0/0232963 


59 , 


0,0238939 


60 


0,0244963 


61 


0/>251034 


62 


0,0257151 


63 


0/>263,316 


64 


0,0269525 


65 


0,0275781 



H2 



60 



Lange 
des 

Pfeils. 
66 

67 
6$ 
69 
70 
71 
72 
73 
-74 
75 
76 
77 
7» 

. 79 

80 

81 

82- 

83 

84 

85 

86 

87 

88 

99 

90 

91 

92 

93 

94 

95 

96 

»7 

98 



Fläche 
des 
Segments. 
0/0282081 
0,0288425 
0,0294814 
0,0301246 
0,0307722 
0,0314241 
0^20802 
0,0327405 
0,0334051 
0,0340737 
0,0347465 
0,0354233 
0,0361042 
0,0367891 
0,0374780 
0,0381708 
0,0388675 
0,0395681 
0,0402725 
0,0409808 
0,0416929 
0,0424086 
0,0431282 
0,0438515 
0,0445784 
0,0453090 
0,0460432 
0,0467810 
0,0475223 
0,0482672 
00490157 
0,0497676 
0^0505230 



Lallte 


Fläche 


des 


des 


Pfeils. 


Seginenis. 


99 


0^)512818 


100 


0,0520440 


101 


0,0528096 


102 


0,0535787 


103 


0,0543510 


104 


0,0551267 


105 


0,0559057 


106 


0,0566880 


107 


0,0574735 


108 


0,0582623 


109 


0,0590542 


110 


0A'>98494 


111 


0,0606478 


112 


0,0614493 


113 


0,0622539 


114 


0,0630617 


115 


0,0638725 


116 


0,0646864 


117 


0,0655034 


118 


0,06632B4 


119 


0,0671464 


120 


0,0679724 


121 


0,0688014 


122 


0,0696334 


123 


0,0704683 


124 


0,0713061 


125 


0,0721468 


126 


0,0729904 


127 


0,0738369 


128 


0,0746826 


129 


0,0755384 


130 


0,0763934 


131 


0,0772512 



des 
Pfeils. 
132 
133 
134 
135 
136 
137 
138 
139 
140 
141 
142 
143 
144 
145 
146 
147 
148 
149 
150 
151 
152 
153 
154 
155 
156 
157 
158 
159 
160 
161 
162 
163 
164 



Flidie 
des 
Segmente. 
0,0781117 
0,0789751 
0^)798413 
0,0807100 
0,0815816 
0,0824558 
0,0833328 
0,084S1S4 
0,0850916 
0,0859793 
0,0868671 
0,0877572 
0,0886600 
0,0695433 
0,0904432 
0,0913437 
0,0922467 
0^0931582 
0,0940602 
0,0949707 
0,0958837 
0,0967993 
0^)977171 
0,0986375 
0,0993603 
0,1004855 
0rlO14131 
0,1023431 
0,1032756 
0,1042108 
0,1051473 
0,1060667 
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FUk^ . 
des 

0,1079725 
0,1089187 
0,1098675 
0,1108183 
0,1117716 
0,1127270 
0,1136846 
0,1146445 
0,1156066 
0,1165709 
0,1175374 
0,1183061 
0,H94768 
0,1204499 
0,1214250 
0,1224023 
0,1233&t7 
0,1243632 
0,1253468 
0,1263324 
0,1273302 
0,1283100 
0,1293019 
0,1302958 
0,1312918 
0,1322897 
0,1332897 
0,1342917 
0,1352957 
0,1363017 
0,1373096 
0^1383195 
0,1393314 



Länge 


FUelie 


Länge 


de» 


des 


de« 


Pfeilfl. 


Segment«. 


PfeUs. 


198 


0,1403451 


231 


199 


0,1413609 ^ 


232 


200 


0,1423786 


233 


201 


0,1433980 


234 


202' 


0,1444195 


235 


203 


0,1454428 


236 


204 


0,1464680 


237 


205 


0,1474951 


238 


206 


0,1485241 


239 


207 


0,1495549 


240 


208 


0,1505875 


241 


209 


0,1516220 


242 


210 


0,1526583 


243 


211 


0,1536964 


244 


212 


0,1547363 


245 


213 


0,1557780 


246 


214 


0,1568215 


247 


215 


0,1578667 


248 


216 


0,158^138 


249 


217 


0,1509626 


250 


2tö 


0,1610131 


251 


219 


0,1620654 


252 


220 


0,1631194 


253 


221 


0,1641751 


254 


222 


0,1652326 


255 


223 


0,1662917 


256 


224 


0,1673525 


257 


225 


0,1684151 


25S 


226 


0,1694798 


26» 


227 


0,1705461 


260 


328 


0,1716127 


261 


229 


0,1726818 


262 


230 


0/1737fi37 


363 



Fladie 
de« 
Segment«; 
0,1748251 
0,1758992 
0,1769749 
0,1780522 
0,1791312 
0,1802116 
0,1812938 
0,1823774 
0,1834626 
0,1845494 
0,1856377 
0^1867276 
0,1878190 
0,1889119 
0,1900064 
0,1911023 
0,1921996 
0,1932967 
0,1943992 
0,1955011 
0,1966045 
0,1977094 
0,1988157 
0,1999234 
0,2010326 
0^2021433 
0,2032563 
0,2043666 
0,2054836 
0^2065669 
0^2077176 
0»2066366 
0,2090671 



1 



63 



Länge 


FlSdie 


Lange 


FUtdhe 


Lunge 


des 


des 


des 


des 


des' 


Pfeils. 


Segments. 


PfeiU. 


Segments. 


Pidls. 


264 


0r21 10789 


297 


0,2488200 


330 


265 


0,2122020 


298 


0,2499841 


331 


266 


0,2133266 


299 


0/2511494 


332 


267 


0,2144524 


300 


0,2523158 


333 


268 


0,2155796 


301 


0,2534833 


334 


269 


0,2167082 


302 


0,2546519 


335 


270 


0,2178381 


303 


0,2558216 


336 


-271 


0,2189692 


304 


0,2569924 


337 


27% 


0,2201017 


305 


0,2581643 


338 


273 


«,2212356 


306 


«,2593372 


339 


274 


0,2223707 


307 


0,2605112 


340 


275 


0,2235071 


308 


0,2616863 


341 


276 


«,2246447 


309 


0,2628625 


J342 


277 


0,2257837 


310 


«,2640397 


343 


278 


0,2269239 


311 


0,2652179 


344 


279 


0,2280654 


312 


0,2663972 


345 


280 


.0,2292081 


313 


0,2675776 


.346 


281 


0,2303521 


314 


,0,2687589 


347 


282 


0,2314974 


315 


0,2699413 


348 


283 


.0,2326438 


316 


.0,2711247 


349 


284 


0,2337915 


.317 


«,2723091 


350 


2% 


0,2349404 


318 


0,2734945 


351 


286 


0,2360906 


319 


0,2746809 


352 


287 


0,2372419 


320 


0,2758682 


353 


288 


0,2383944 


321 


«,2770566 


354 


289 


0,239548^ 


322 


0,2782459 


355 


290 


0,2407030 


.323 


«,2794362 


356 


291 


0,2418691 


324 


0,2806275 


357 


292 


0,2430164 


325 


«,2818197 


358 


293 


0,2441748 


;326 


0,2830129 


359 


ä94 


0,2453344 


327 


0,2842070 


360 


295 


Oy2464951 


328 


0,2854021 


361 


296 


0,2476570 


.328 


0,2865981 


362 



Flifjie 

. des 
SegncntSk 
0,2877950 
0/2888629 
0,2901916 
0,2913813 
0,2936019 
0,2937934 
0,2949857 
«,2961990 
«,2974031 
«^298«M1 
0,2998139 
0^10206 
«,3023282 
0^3034366 
0,3046459 
.«,3058660 
«,3070669 
0,3063787 
0,3094913 
«,3107016 
0,3119188 
0,3131338 
0,3143496 
0,3i5S66S 
0,3167835 
0,3180017 
«^3193306 
0,32044» 
0,3216607 
0,3228890 
0,3241038 
ar3253865 
0/3365489 



63 



FUde 


Länge 


Fliehe 


Lange 


im 


des 


des 


des 


S^OMBla. 


Pfeik. 


Segments» 


Pfeils. 


0^3277741 


396 


0,3685442 


429 


0^3289990 


397 


0,3697899 


430 


0,3308245 


398 


0,3710361 


431 


0,3314509 


399 


0,3722828 


432 


0,3326779 


400 


0,3735300 


433 


0,3339056 


401 


0,3747778 


434 


0^3351340 


402 


0,3760261 


435 


0,3363631 


403 


0,3772749 


436 


0,3375929 


404 


0,3785242 


437 


0,3388234 


> 405 


0,3797740 


438 


0,3400545 


406 


0,3810243 


439 


0,3412863 


407 


0,3822751 


440 


0,3425188 


408- 


0;3835263> 


441 


0)3437520 


409 


0,3847781 


442 


0,3449857 


410 


0,3860303 


443 


0,3462202 


411 


0,3&7283O 


444 


0,3474553 


412 


0,3885361 


445 


0,3486910 


413 


0,3897897 


446 


0,3499273 


414 


0,3910437 


447 


0^11643 


415 


0,392298^ 


448 


0,3524019 . 


416 


0,3935531 


449 


0,3536401 


417 


0,3948085 


450 


0,3548789 


418 


0,3960643 


451 


0,3561183 


419 


0,3973205 


452 


0,3573583 


420 


0,3985771 


453 


0,3385989 


421 


0,3998342 


454 


0,3598400 


422 


0,4010916 


455 


0,3610618 


423 


0,4023495 


456 


0,3623241 


424 


0,4036077 


457 


0,3635670 


425 


0,4048664 


458 


0,3648105 


426 


0,4061254 


459 


0,3660545 


427 


0,4073848 


460 


0^72991 


428 


0,4086446 


461 



Flidie 
des 
Segments. 
0,4099047 
0,4111652 
0,4124261 
0,4136874 
0,4149489 
0,4162109 
0,4174731 
0^187357 
0,4199987 
0,4212619 
0,4225255 
0,4237894 
0,4250536 
0,4263181 
0,4275829 
0,4288479 
0,4301133 
0,4313790 
0,4326449 
0,4339111 
0,4351776 
0,4364443 
0,4377113 
0rl389785 
0,4402460 
0,4415137 
0,4427817 
0,444049» 
0,4453183 
0,4465869 
0,4476557 
0,4491248 
0,4503941 



64 



LSnge 


Flä<^e 


Länge 


Fläche 


Länge 


des 


^es 


des 


des 


des 


Pfeils. 


Segments. 


Pfeils. 


Segments. 


Pfeils. 


463 


0,4516635 


495 


0,4936339 


528 


463 


0^29332 


496 


0,4949071 


529 


464 


0,4542030 


497 


0,4961803 


530 


465 


0,4554730 


498 


0,4974535 


531 


466 


0,4567432 


499 


0,4987268 


532 


467 


0,4580136 


500 


0,5000000 


533 


468 


0,4592842 


501 


0,5012732 


534 


469 


0,4605549 


502 


0,5025465 


535 


470 


0,4618257 


503 


0,5038197 


536 


471 


0,4630968 


504 


0,5050929 ' 


537 


472 


0,4643679 


505 


0,5063661 


538 


473 


0,4656392 


506 


0,5076393 


539 


474 


0,4669107 


507 


0,5089124 


540 


475 


0,4681823 


.508 


0,5101855 


541 


476 


0,4694540 


509 


0,5114585 


542 


477 


0,4707258 


510 


0,5127315 


543 


478 


0,4719978 


511 


0,5140045 


544 


479 


0,4732698 


512 


0,5152774 


545 


480 


0,4745420 


513 


0,5165502 


546 


481 


0,4758143 


514 


0,5178230 


547 


482 


0,4770866 


515 


0,5190957 


548 


483 


0,4783591 


516 


0,5203784 


549 


484 


0,4796316 


517 


0,5216409 


650 


485 


0,4809043 


518 


0,5229134 


551 


486 


0,4821770 


519 


0,5241857 


552 


487 


0,4834498 


520 


0,5254580 


553 


488 


0,4847226 


521 


0,5267302 


554 


*489 


0,4859955 


522 


0,5280022 


555 


490 


0,4872685 


523 


0,5292742 


556 


'491 


0,4885415 


524 


0,5305460 


557 


493 


0,4898145 


525 


0,5318177 


558 


'493 


0,4910676 


526 


0,5330693 


S59 


494 


0,4923607 


627 


0,5343608 


.560 



Fliche^ 
des'.' 
Segmfläikl& 
0,5356331 
9,5368032 
0,5381743 
0^5394451 
0,5407458 
0,5419664 
0^5433668 
0,5446870 
(^5457970 
0^5470668 
0^5483365 
0,5496069 
0,5506758 
0,5531443 
0,5534131 
0,5546817 
0^5659501 
0,5573183 
0,5584863 
0^5597540 
0,5610315 
0,5633887 
0,5635657 
0,5648334 
0,5660689 
0^73651 
0,5686810 
0,5696867 
0,5711531 
0,5734171 
0^736819 
0^5748464 
O^76ii0S 



65 



Uagt 


FliGhe 


du 


de« 


Htib. 


Scgmeiits* 


661 


0^5774745 


sa 


0,5787381 


663 


0/5800013 


564 


0,5812643 


865 


0,5825269 


566 


0,5837891 


567 


0,5850511 


56S 


0,5863126 


569 


0,5875739 


570 


0^5888348 


671 


0,5900953 


57S 


0,5913554 


873 


0^5926152 


874 


0^5938746 


575 


0^5951336 


576 


0,5963923 


577 


0,5976505 


578 


0)5989084 


879 


0,6001658 


680 


0,6014229 


861 


. 0,6026795 


6M 


0^6039357 


683 


0,6051915 


684 


0,6064469 


585 


0,6077018 


586 


0,6089562 


587 


0^102103 


588 


0^6114639 


560 


0,6127170 


680 


0(6139697 


591 


0,6152219 


•59S 


0,6164737 


593 


0,6177249 



LSage 


Flache 


des 


des 


Pfeils. 


Segments» 


594 


0,6189757 


595 


0,6202260 


596 


0,6214758 


597 


0,6227251 


598 


0,6239739 


599 


0,6252222 


600 


0,6264700 


601 


0,6277172 


602 


0,6289639 


603 


0,6302101 


604 


0,6314558 


605 


0,6327009 


606 


0,6339455 


607 


0,6351895 


608 


0,6364330 


609 


0,6376759 


610 


0,6389182 


611 


0,6401600 


612 


0,6414011 


613 


0,6426417 


614 


0,6438817 


615 


0,6451211 


616 


0,6463599 


617 


0,6475981 


618 


0,6488357 


619 


0,6500727 


620 


0,6513090 


621 


0,6525447 


622 


0,6537798 


623 


0,6550143 


624 


0,6562480 


625 


0,6574812 


626 


0,6587137 



Länge 


Fläche 


des 


des 


Pfeik. 


Segments. 


627 


0,6599455 


628 


0,6611766 


629 


0,6624071 


630 

• 


0,6636369 


631 


0,6648660 


632 


0,6660944 


633 


0,6673221 


634 


0,6685491 


635 


0,6697755 


636 


0,6710010 


637 


0,6722259 


638 


0,6734501 


639 


0,6746735 


640 


0,6758962 


641 


0,6771180 


642 


0,6783393 


643 


0,6795597 


644 


0,6807794 


645 


0,6810983 


646 


0,6832165 


647 


0,6844338 


648 


0,6856504 


649 


0,6868662 


650 


0,6880812 


651 


0,6892954 


652 


0,6905087 


653 


0,6917218 


654 


0,6929331 


655 


/ 0,6941440 


656 


0,6953541 


657 


0,6965634 


658 


0,6977718 


659 


0,6989794 



66 



Lange 
'des 
Pfeik. 
660 
661 
662 
663 
664 
665 
666 
667 
66a 
669 
670 
671 
672 
673 
674 
675 
676 
677 
678 
679 
680 
681 
683 
683 
684 
685 
686 
687 
688 



690 

C81 



Fläche 

. des 
Segmenffl» 
0,7001861 
0,7013919 
0,7025969 
0,7038010 
0,7050043 
0,7062066 
0,7074061 
0,7086087 
0,7098064 
0,7110071 
0,7122050 
0,7134019 
0,7145979 
0,7157930 
0,7169871 
0,7181803 
0,7193725 
0,7205638 
0,7217541 
0,7229433 
0,7241318 
0,7253191 
0,7265055 
0,7276909 
0,7288753 
0,7300587 
0,7312411 
0,7324224 
0^7336028 
0,7347821 
0,7359603 
0,7371375 
0,72^137 



Lange . 


Flüche 


des 


des 


Pfeils. 


Segments. 


693 


0,7394888 


694 


0,7406628 


695 


0,7418357 


696 


0,7430076 


697 


0,7441784 


698 


0,7453481 


699 


0,7465167 


700 


0,7476842 


701 


0,7488506 


702 


0,7500159 


703 


0,7511800 


704 


0,7523430 


705 


0,7535049 


706 


0,7546656 


707 


0,7558252 


708 


0,7569836 


709 


0,7581409 


710 


0,7592970 


711 


0,7604519 


712 


0,7616056 


713 


0,7627581 


714 


0,7639094 


715 


0,7650596 


716 


0,7662085 


717 


0,7673562 


718 


0,7685026 


719 


0,7696479 


720 


0,7707919 


721 


0,7719346 


722 


0,7730761 


723 


0,7742163 


724 


0,7753563 


725 


0,7764939 



Lange 
des 

Pfeils. 
726 
727 
728 
729 
730 
731 
732 
733 
734 
735 
736 
737 
.738 
739 
740 
741 
742 
743 
744 
745 
746 
747 
748 
749 
750 
751 
752 
753 
754 
755 
756 
757 
758 



Flicitt: 

\ * 

ScgniMi. 
0,7776313 
0,778(7644 
0,7796983 
0,7810308 
0,7821619 
0,7838918 
0,7844M4 
0,7856476 
0,7866734 
0^7877980 

0,7889211 
0^7900439 
0,7911684 
0,7923834 
0,7934001 
0,7945164 
0,7956313 
0,7967447 
0,797856S 
0,7989674 
0,8000766 
0,8011843 
0,8023906 
0,8033956 
0,8044969 
0,8056008 
0,8067013 
0,8078003 
0,8088977 
0,8099036 
0^8110681 
0,8131810 
0,8132784 



67 



Flädie 
des 
SesmcntK» 
0,8143623 
0/8154506 
0,8165374 
0,8176326 
0,8187062 
0,8197884 
0,8208688 
0,8219478 
0,8230231 
0,8241008 
0,8251749 
0,8262473 
0,8273182 
0,8283873 
0,8294549 
0,8305207 
0,8315849 
0,8326475 
0,8337083 
0,8347647 
0,8358249 
0,8368806 
0,8379346 
0,8389869 
• 0,8400374 
0,8410862 

■ 0,8421333 
0,8431785 
0,8442220 
0,8452637 
0,8463036 

■ 0,8473417 
';0|8483780 



Länge 


FiSdhe 


Länge 


Fladie 


des 


des 


des 


des 


Pfeils. 


Segmenls. 


Pfeils. 


Segments. 


792 


0,8494125 


825 


0,8824626 


7^ 


0,8504451 


826 


0,(^34291 


794 


0,8514759 


827 


0,8843934 


795 


0,8525049 


828 


0,8853555 


796 


0,8535320 


829 


0,8863154 


797 


0,8545572 


830 . 


0,8872730 


798- 


0,8555805 


831 


0,8883284 


799 


0,8566020 


832 


0,8891817 


800 


0,8576214 


833 


0,8901325 


801 


0,8586391 


834 


0,8910813 


802 


0,8596549 


835 


0,8920275 


803 


0,8606686 


836 


0,8929716 


804 


0,8616805 


837 


~ 0,8939133 


805 


0,8626904 


838 


0,8948527 


806 


0,8636983 


839 


0,8957898 


807 


0,8647043 


840 


0,8967245 


808 


0,8657083 


841 


0,8976569 


809 


0,8667103 


842 


0,8985869 


810 


0,8677103 


843 


0,8995145 


811 


0,8687062 


844 


0,9004397 


812 


0,8697042 


845 


0,9013625 


813 


0,8706981 


846 


0,9022839 


814 


0,8716900 


847 


0,9032006 


815 


0,8726798 


848 > 


0,9041163 


816 


0,8736676 


849 


0,9050398 


817 


0,8746532 


850 


0,9059396 


818 


0,8756368 


851 


0,9068478 


819 


0,8766183 


852 


0,9077533 


820 


0,8775977 


853 

1 


0,9086563 


821 


0,8785760 


854 


0,9095668 


823 


0,8795501 


855 


0,9104547 


82S 


0,8805231 


856 ' 


0,9113800 


824 


0/8814938 


857 


0,912308 



13 



68 



Länge 


Fläche 


Lange 


Flache 


Länge 


Fläche 


de» 


de» 


de« 


des 


des 


de» 


PfeU«. 


Segments. 


Pfeils. 


Scgraenis. 


Pfeils. 


Segmente. 


858 


0,9131329 


891 


0,9409458 


924 


0,9653535 


859 


0,9140205 


892 


0,9417377 


925 


0,9659363 


860 


0,9149054 


893 


0,9425265 


926 


0,9665949 


86t 


0,9157876 


894 


0,9433120 


927 


0,9673595 


862 


0,9166672 


895 


0,9440943 


928 


0^79196 


863 


0,9175442 


896 


0,9448733 


929 


0,9685759 


864 


0,9184184 


897 


0,9456490 


930 


0,9693378 


865 


0,9192900 


898 


0,9464213 


931 


0,9698754 


866 


0,9201588 


899 


0,9471904 


932 


0,9705186 


867 


0,9210240 


900 


0,9479560 


933 


0,9711575 


868 


0,9218883 


doi 


0,9487182 


934 


0,9717919 


869- 


0,9227488 


902 


0,9494770 


935 


0,9724319 


870 


0,9236066 


903 


0,9502324 


936 


0^9730475 


874 


0,9244616 


904 


0,9509843 


937 


0,9736684 


872 


0,9253138 


905 


0,9517328 


938 


0,9742849 


873 


0,92616;M 


906 


0,9524777 


939 


0,9748966 


874 


0,9270096 


907 


0,9532190 


940 


0,9755037 


875 


0,2978530 


908 


0,9539568 


941 


0,9761061 


876 


0,9286939 


909 


0,9546910 


942 


0,9767037 


877 


0,9295317 


910 


0,9554216 


943 


0,9773966 


878 


0,9303666 


911 


0,9561485 


944 


0,9778845 


879 


0,9311986 


912 


0,9568718 


945 


6,9784675 


880 


0,9320276 


913 


0,9575914 


946 


0^9790436 


881" 


0,9328536 


914 


0,9583071 


947 


0,9796186 


882 


0,9336766 


915 


0,9590192 


948 


0,9801865 


883 


• 0,9344966 


916 


0,9597275 


94» 


0,9807494 


884 


0,9353136 


917 


0,9604319 


950 


0^13079 


885 


0,9361275 


918 


0,9611325 


951 


0,9818593 


886 


0,9369383 


919 


0,9618292 


952 


0,9834063 


887 


0,93774^1 


920 


0,9625220 


95» 


0,9839486 


868 


0,9385507 


921 


0,9632109 


954 


0^9834842 


889 


. 0,9393522 


922 


0,9638958 


95& 


0,9840149 


«80- 


0,940tö06 


922 


0,9645767 


956 


O|9845409 



69 



LSage 

des 

Pfeils. 

957 

dsa 

95» 

960 
961 

962 
963 
964 
965 
966 
%7 
968 
969 
970 
971 



FUdw 
des 
Segmetfs^ 
6,9850594 
0,9855731 
0,9860610 
0,9865829 
0,9870789 
0,9875689 
0,9880527 
0^9885302 
0,9890014 
0,9894661 
0,9899244 
0,9903759 
0,9908207 
0,9912586 
0,9916894 



Littget 


Flkchfr 


des 


de» 


PfeHs, 


S^gmeata, 


972 


0,0921131 


973 


0/9925296 


974 


(V9929386 


975 . 


0^33400 


976 


0/9937337 


977 


0,9941194 


978 


0,9944970 


979 


0,9948664 


980 


(^9952272 


981 


0,9955793 


982 


0,9959225 


983 


0,9962564 


984 


0,9965807 


985 


0,9968953 


986 


0,9971997 



Länge 
des 

Pdnls. 
967 
988 
989 
990 
991 
992 
993 
994 
995 
996 
997 
998. 
999 



FlficEe^ 
des 
Segments« 
0,9974935 
0,9977764 
0,9980479 
0^9983074 
0,9985544 
0,9987882 
0,9990078 
0,9992124 
0,9994007 
0,9995710 
0,9997213 
0^9998482 
0,9999463 



^amerkung» Der Gelirauch dieser Segmentcntaicl setzt TOnus« da/«, aufser dbm "Durchmesser des 
Rreises^ noch der Pfeil des S^[nieiits gegeben sej« Die Tafel selbst' ist für einen, Ducchmessev 
=:.100D berechnet^ deitsen Fl&che zur Einheit angenonimen ist. 

Der 'gegebene Pfeil f wird -dfthcc jcdismid mit lOQO nukipUeirt und durch deir gegebenen' 
Dnzchmesser d dividirt. 

Wird die daraus erhaltene Zahl in der Columne: Lftnge des Pfeils att%e8ucht, so ist die 
derselben, in der Cöfunme: FTfiche des Segments correspondirende Zahl der Factor, mit wel- 
chen die FUche eines Kreiset von dem Durchmesser d multiplioirt werden mufs, um die wirh^ 
Uchc Fläche des Segments fiir den Pfei^ f au echalte& 

Oder wemr ■ ^ ' = m 

die der ZaKl m correspondirende Zahl sr tt 

d'^ 
so ist die Fläche des Segment» =: ^•'T 

Z 11 s a« t z 2. 

Näkerüngsforineln für Bogen» Ausschnitte und AbsclniiCe des Kreises^ 

Wenn der Halbmesser eines Kreises ss r 

ei&e dem Z. 9 coirespondirende Sehne desselben- s= a 

der zu derselben gehörige Begen ss b 

der Pfeil der Sehne ss f 



ein Peii^endikel von 'dem Endpunkte des Halbmesiets - 
auf den, den Z. V einscfalieCsenden anderen Halb« 
messer (d. h. de« Simm des Z. 9 für den Radius ssary ^ q 
die Flache des Kreisaussehnitis 1*: T 

«— des Kreisabschnitts s= S 

so finden folgende einfache Fontiefai statt, die eine in den mmslen Fiflien hinrei- 
chend genaue Annäierung an die wirren Werthe gewähren. 

Gegeben: Gesucht: ' 



« « 



4 JL 4a— q 

1. a, q; b = — g-3 



* • 



2. a, r; 



fr _ ^-(8r-I/(4r^-a^)) 

6r 



3. b, q; a jss — X9 

4. a, b; g =: 4a — 3b 

7. r. a, q; S = |r(a — q) 

8. r, a; ' Ä = j-aCSr-^j/CirTZi»)] . / 

9. a, f; S = |a.f 

Sämmlliche Formeln setzen, um brauchbar zu seyn, voraus, dafs der Z. 9 

kleiner als 90® sey. 

Z u s a t z 3. 

Parallele Sehnen im-Kreise* 
Wenn in einem Kreijse^zy^ei parallele S^chnen a und.b nebst deren senkrech- 
tem Abstände c gegeben sind, so wird der Halbmesser dieses Kreises durch folgende 
Formel ausgedrückt: 

Oder wenn der Halbmesser r und die beiden Sehnen a und b gegeben sind, 
so ist deren Abstand: 

€ = |l/(8r»— b^ — a*+2l/a»b*— 4rHb*-|-a«— 4r*i) 



Zweit erAbschnitt 



Formeln zur körperlichen Geometrie. 



/ 



L Der Würfel. 

H' 8 sei der Lörperiiche Inhalt eine« Würfels 
seine Oberflidie 
seine Seite 



Gegeben: 

1. a; 

2. 0; 



3. ,a; 

4. V; 

5. V; 

6. O; 



= V 
=: O 



Gesacht: 



a' 



V = %\/^% = 0,0080414.1/0» 

fo^V = 0,8327732— 2+^^^ 



Os 6a* 
O s=s 61/V« 

a = l/V 



0,4082483. KO 



Iqg^zs. 0,6109244— 1 + ^2|2 



n. Das Prisma. 

A) Das gerade Prisma iiberhaapt 

Es sei der korpetUdke InhalLdes gecadeii IViaaia 
seme SeitenflSdie 
1. K 



s= V 
SS S 
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seine gcsammteinicrflacli 


e 


==tr 


seine Grundfläche 

deren Umfang 

die Hohe des Prisma 


/ 

^ 

t 


= F 

= p 
,= h 


Gegeben : 
1. F, h; 


Gesucht: 
^=F.h 




2. , p, h; . 
3. S, F; 


.S=p.h 
= S+2F 


/ 


. 4. V, h; - , 




• 


5. S, h; 


s . - 


< > • 


6. V,F; 




• 

» ■ 


7. S, p; 


Ä- - 
P 


1 



f 



. . Z u $ a t k*' 

... ^ 

Das schiefe Prisma. 

Die Formeln 1. 4. und 6. gelten gleichfalls fiir das sdiiefe Prisma. 

Ist statt der senkrechten Hi'ihe des Prisma eine der Seitenlinien = m be- 
kannt, nebst dem Neigungswinkel :?= 9, w^ldicn eaeit - der Sci(cnfl^chc|i gegen die 
Grundfläche madit, und den ebenen Winkel = il'^ den diese Seitenflä'che enthälr, so 
wird die senkrechte Höhe ausgedrückt durch: ^ ; •: ** * ' 



Ist hingegen eine Seitenlinie m bekannt, ferner die beiden ebenen Winkel 
a und ßy die diese Kante mit den zwei «msTöfscnden Seiten der Grundfläche madit, 
nebst dem Winkel y, den diese heidea Seitea.dfir Grundfläche zwischen sich ein- 
schlielsen^ so wird die senkrechte Hohe des Prisma ausgedrückt durch: 



r V siny / 

Die Formeln 2. 3. 5. und 7. hingegen, babjsn keinen Bezug auf das schiefe 
Prisma, in wädiem Seitenfliebe «d Oberilikhe itidit .Qntdi jd^emeioe Ausdrücke 
darzustellen sind* 
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1 

I 

B) Das recht'winkliche Parallelepiped. 

Es sei der körperticbe Inhalt «eines rechtwinklichen iParallelepipcds = V 

seine ganze Oberfläcbe = O ' 

die* drei Dimensionen des Parallelepipeds = a, bnndc 

Gegeben: Gesucht: 
1. a, b, c; "^Ä.abc 
x> o a b- f (0— ab)ab 

( 

I 

3. a, b, c; = 2{ab+ac+bc) . 

4. V.a,b; ■- = H(i±MV±£b: • 

ab 

5. V, b, c; ^ ~ bc ~ 

A n u - O— bc 

6. O, b,c; „ = ___ 

7 V rt h. « =r= 2V-Obq:K[(V-Ob-'2b»)4V+<5^ ^ 



2b 

C) Das schiefwinkliche Parallelepiped--überhaii|>t^ , ^ 

Es seien die drei Kanten . eines Parallelepipeds; | die in einer 

Ecke desselben, zusammenstofsen ss a, bundc 

die drei ebenen Winkel, die yon diesen drei Linien 

unter sich gebildet werden, nach der Reihe = a, j^xmAy 
der körperliche Inhalt des Parallelepipeds ^ :=£ V 

die 0|>erfl^che desselben , , . ' =0 

^ die Nei^iuijgswinkel der drei in jener Ecke zusam- 

menstofisendep Gränzflächen, vach der lleihe ss 9, tj; und % 
die beiden Diagonallinien des Körpers c=s fundg 

die Flächen der beiden .Diagonalschnitte ^=: F und 6 

die Neigungswinkd dieser beiden Flächen gegen die 

Grundfläche = 6unde 

die Seiten der Diagonalschnittc, welche Diagonalen 

der Granzflächeti des Körpeiis sind = pHindq 

In sanuntlichen Formeln werden a, b, c, 1^ pi- q/ '>als gegeban betrachtet. 

K2 



Gesucht: 

3. nn 'oT - 1/>^^i(P+y-«)^' »^(«+y-m 

*^ \ sinasinß / 

'^ \ sinasmß J 

'^ \ sinusmß / 

6. ^ / = l/(a^+U»+c*+2ab cos a-}-2ac co^ p+2bc co^ y) 

7. ( g- Ä l/(a^+b'^-4- c*+2ab cos «— 2ac co^ ß— 2bc tw 7) 

8. ^ ^ = c l/[a« ÄV/5-f-b* ^/Vy4-2ab (cosu—cos? cosy)\ 

9. ( C = c l/[a* «V|3+b^ ^iVy+2ab (co^Ji cosy—cosu)] 

Aix ( » acoSy — hcosli—cosa(s%cosß — bco^y) 

10. l cos O z=z - — -^- — -^ — ■ ."^ > * ^^ 

1 ^wa [/^[a* «V|3-|-b* ÄiÄ*y-|^2ab {cosoL'-^cosß cosy)] 

.. J co^a (aco^ß-i-bcOijy)— a co5y— bfY>^.3 

\ sma.l/^[ar ^i»*/3-f"b^ Wi'y-|"2ab (co^ß co^y-^-co^a)] 

12. ^ P == l/(Ä*-f-b^+2ab«)^a) 

13. f ^ = l/(«'*+b*~2rfl£»^a) 

D) Der Rhomboeder. 

r 

Es sei bei einem von sechs congrucnten Rhomben eingeschlos- 
senen Rhomboeder d^r'^örperllche Inhalt 
die Oberfläche 
jede der Kanten- 
der ebene Winkel der einschliersenden Rhombeil 
der NeigiingswinKel- der Gräuzflächcn gögen einander 
die beiden Öiagonallinien der Gränzfläclien ' 
die beiden Diagonallinien des Korpers 
die Flächen der Diagonal^chnltle 
der ebene Winkel der" Diagonalscbnide = w 

Gegeben : Gesucht : 

1. a, a; j^acs 2a' \/sin^a sm-l a» 

2. p, q; ^=2q*]/(3p«-q^) 



r= 


V 


= 





— 


a 


= 


a 


zus 


<?> 


= 


p und q 


=: 


f und ß 


j::- 


F und G 
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3. a> et; . O SS 6** «Ol« 

4. p, t[; O z=t i3pq 

5. a; ■ *«|<p = 2^^ = |«.c|a 

^. p, q; «)*<p = P^,** 

7. a, a; ( /sB a 1/(3-)- 6 üO*a) 

8. ( «- =* a|/(3— -2 co«a) 

6. p, q;" ( / = y /pipä^ ) 

10. . U = l/(p'+5q') 

11. a, a; j F = a««»ia.}/(2+4«>*a) 

13. p,q; [f^Y^^) 



14. 



15. a ; cos a> 



p'+q' 



COS 4 <x 



17. a, a; ( |i = 2a eo^ |^a 

18. ^q ^SL 2a ^^m ^ f* 

19. p, q; a =V^H^ 



2 



20. p, qi I ^a =p^ 

21. ) co^a = E!=f(! 

Anmerkung. AusfiilirltcTiere Pntersuchmigen über diesen» kryttaUographtsdi wichtigen, 
^ebt Hauy Eiertiens de Mineralogie 1801» 

£)' Das schief abgeschnitten.e Prisma. 

Es sei die (Snmdfläche eines geraden Prisma von n Seiten, durch Transver- 
salen T<m. einem der Winkelpunkle aus in Dreieeke zerleg, deren Anzahl n — 2 
sein wird* 
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Der Flächeninhall des ersten dieser Dreiecke sei ^= A und djt däei demsel- 
ben zugehörigen Kanten des Prisma = a, b;mid c 

Der Flächeriinhali des zweiten Dreiecks s= B und die drei zugehörigen Kan- 
tcn = a, c und d 

*Der Flächeninhalt des dritten Dreiecks aes C und die drei Kanten := a, d und c 

'vi 

u. s. w, so ist: • 

' , a+b+c . , a-f-c+d ^ » a+d4-e,.^ , 
/^ = — *—pf- — -Ah ^—^ — .B + . ^ ^ ^ — .€+.... U.S. w. 

* \si das Prisma zugleich ein schiefes, und der Neigungswinkel ^er Kanten i;e 

gen die Grundfläche = 9 so ist: 

y^ , /a+b-j-c . , a-{-c+d ^ , a+d+e ^ , \ 

f^ = sin^[ — U^' — ,A-J7 — *^-j-* — .B-| i-cT- — .€+.••• u-8#w.l 



in. Die P y r a.m i d e* 

A) Die Pyramide im Allgemeinen, ohne Rü<^ksiclit auf Zahl und 

Gröfse der Seiten. 

Es sei der körperliche Inhalt einer Pyramide =s V 

deren Grundfläche = F 

die perpendiculäre Höhe =r h 

Gegeben: Gesucht: 

1. F, h; ;^= -JF.h 

2. V, h; ^=T 

3. .V, F; ; Ä = ^"^ 

Anmerkung. Die Seitenfläche einer Pyramide kinn nicht durch eine alfg^meine Fonnel ausgedrückt 
-vrerdcn, da die Dreiecke, aus -«velclien sie zusantaicBgefietzt i^t, verüditedene Hölic, haben. 

, B) Die gerade Pyramide. 

Es sei der körperlidie Inhalt einer geraden Pyramide von n Seiten = V 
deren Seitenfläche • • . 1 =as S 

deren Oberfläche . ' i ' 1 r /. =sr O 

jede Seile der Grundfläche zsi ik ' 
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die senkreehte BOhe ses h 

jede Seitenliiiie (Kante) der Pyramide :=: k 
die ebenen WTiikel^ welche die Kanten an der Spitze mit 

einander machen • == « 

die Neigungswinkel der Seitenflächen gegen die Grundfläche = ß« 

die Neigungswinkel der Seitenflachen gegen einander =: y 

die Neigungswinkel der Kante^p «gegen die Grundfläche 1= ^ 

■ • _ 

Gegeben: Gesucht: 

1. .a, h; f^ = ^a'h co^iSL.o 

— --- ... IX 

t 1 

180« 
cot 



( 



* ^ * * cot ■■«'^ ■■ - _ - 

2. a, k; r=^*«.-— ^.|/(k»*/»Ä"^ia»).n 



7. 


a, k; 


8. 


a, a; 


9: 


a, ß'. 


10. 


k.t.; 



SIH- ,| 



cop .tang\a 

3. a, ot; y :sz ^-y? 1 n 



i/(i_^i^.,„„^i.) 



180** 
4. a, j3; ^ s=s Jja' . tangß . eot^ ,n 



n 



sir^^a.tang^a.cot^ ^ 



5. k, a; y g= j^1f3- ' ' " 

]/(j,^cot^~.tang^u^ 



U 



J/ (h^.jwi* |-:|a*a>^* 1 



6. a, h; -y = -jggs .n 

n 

Ä==|aK(k?tI|S5),n 

1^ = <a} secß.cot .n = — 7 :r--u 
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11. a, k; Ä = . 180^.- 






n ' • ' 

12. a, ß; h^ Istfangß.eot 



n- 



13. a, a; Ä = 4a.|/ (cor^^a— co^«— -j 

14. a, «; Ä = ^aiangScosec—- 

15. k, a; Ä Ä k.j/ fco^«|a—co^--^.^//»M«} 

16. k, P; A sg K > ■ « ^^Q - 



n 



- )/(„■„. ig.i..+^..) 

17. a, n; ^ — IMO^ _^*"*^ 



.5m 

n 



19. », P ; * SB I a . }/' (irf teny» ß . «>*» -^) 

180° 

20. a, «; * = |a^«r«. co*«r—— 

21. k, h; « « 2 5/7ii5?!|/(T?rP) 

22. k, a; *a ^s 2ksin^ot . — 



23. k, p; a = 



2k 



1 y > ^=^^™ 1S0"\ 

|/ (l+/drw^*ß.co5»- — ] 



180® 
24. k, ö;, a = ^kcosd.stn-—- 
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25. a,k; cosß = ]/(IE^^^ —^^^——\ 

* n ^ 

, . 180« 
h sm 

26. a, h; cosß s:^ 



1 /V . «ISO^. , . , , 180«\ 



180° 
27. a ; roj ß = co^ . fang \a 



n 



28. (5; /fl/i^ß Ä fggs 



n 



. 29. a, k; sin\a = ^ 



. 180^ 
a . sm 



30. a, h; sin\oL = 



|/(^.L^"t.+ä..) 



. o 180** 

31. P; cot\a =z tangß.cos-^ 

. 180<' 
Ä» 

32. Ä; tang\a ä 



|/ (fa»y»«+co^i~) 



180° 
33. a, k; sin^y = 



Kö^ 



180° 
cos- 

34. a; sm\y = 



co^f a 



, tang ß 
35, 3; cof |y = ^— 



y {\ +tans'ß cos^ ^~) 



I. 



L 
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36. «; cot\y = jg^ 

co^ 



38. b, k; «m£ as j- 



k 

180^ 

39. ß; ^aiigr6 = iang^.cos 

\/f . ,180° ,180« , 77^ 
r v^"* "* ^ ' tang^ \ aj 

40. a; ianffö e= ^ . 

' ^ tangla 

Anmerkung 1. Der Begriff ^ner geraden Pyramide ist liier in dem Sinne genommen» dal» eile Py- I 
ranide gleiclueitig sey und eine regulSxe Figur zur GrundfUche habe. 

2. Die Oberfl&che der Pyramide wird aus den Formeln 6^*10 gefunden, wenn man den- ' 

lelben die GrundAfiche hinzufügt. Es ist daher stets: ' 

= S+ia^cor — .n 

n 

C) Die dreiseilige «cliiefe Pyramide. 

Es sei der körperliche Inhalt einer dreiseitigen Pyramide = V 

deren sechs Kanten s= a, b, c, d, e und f 
die drei ebenen Winkel, weldie drei in einer Ed^e 

zusammenstofiiende Kanten a^ b und c bilden ss a, jB, ^ 

Gegeben: Gesucht: 

1. a, b, c I f^=: |abc|/[w»|(a+p+y),^w|(Gt4.y— ,3). • 

^J ft y ) • .«/»|(a-f.ß— y).«»|(/34-y— a)] 

2. a, b, c I ^= |abcV^[l— co^cr— co**p«— «>^y4"2co*«co^i^«>.vy] 

3. a, b, c, j /^ = -VV[c*d»(a»+b«+c*+(*— c^— d')+a»e« • 
^y e>f ) • (ba+c^+d'+P— a«— e«)— b^P * 

• (a^+c'+d^+e'^— b«— P)— a«b«d*— a»c*f»— * 

• — b«c*e«— d«c*P] 
Anmerkung. Die den Tetraeder betreffenden Formeln siehe reguUre Körper. 



^ m:n' 
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D) Die abgekürzte Pyramide* 

Abgekürzte Pyramiden, ohne Rücksicht auf die Gestalt dei; Grundfläche. 

E$ sei der körperliche Inhalt einer abgekürxten Pyramide = V 

die Flädieninhalte der beiden Grundflächen s= A und B 

das Verhältnifs der correspondirenden Seiten in der gros- 
seren und kleineren Grundfläche 
die perpendiculäre Hohe der abgekürzten Pyramide as h 

Gegeben: Gesucht: 

1. A, ß, h; ^= |h(A+i/AB+B) 

2. A, B, m : n; ^ = i AB (l +-2^^+^) 

' \ ' m * m'/ 

3 ^ ^ l/3Bh(4V-.Bh)-^-.6V) 

2h 

4. V, B, m:n; u< = 



\ • m * mV 
5. V,A,'h; ^,l/3Ah(4V-Ah)+6V--Ah 



6. V, A, m : n ; 



3V 



*('+=+S) 



7. V, A, B; Ä = ^^ 



A+l/AB+B 
8. A, B, rntoj »= A+l^AB+B 

^^merkang. Die SeitenflAdie einer abgekürzten Pyramide kann niclit durch eine bxanchbare all« 
MgnAm Foimel daigestellt werden» da die Trapeze^ ans welehen sie besteht, ▼erachiedenc Ho- 
lusn. erhalten« 

b) Die abgekürzte gerade Pyramide. 

Es sei der körperliche Inhalf einer abgekürzten geraden Pyra- 
mide von n Selten *= V 
deren Seitenfläche sc S 

L 2 



deren Oberfläche =0 

die Seile der gröfseren Grundflüche = a 

die Seile der kleineren Grundfläche = b 

die perpendiculäre Hohe der abgekürzten Pyramide = p 

die Seitenlinie (Kante) der abgekürzten Pyramide = q 

Gegeben: Gesucht: 

1. a, b, p } F ^^^.cot=^ (a*4-«b-|-b') . n 

180" - 

2. a, b, q; f- = Jy— j^jS- («'+al>+b») .|/[q»«vi^^i(a-br] n 



sm 



n 






^i/j 



n 



4. a, h, q; J = |(a+b).l/[q*-i (a-b)'] 

|/[q.,/„.l^!L"_A(a^br] 

5. a, b, q; p = "TsiF 



£in 



n 



6. a, b, p; 



]/[p.,/,,al^ + |(a_b)^] 



5//Z 

n 



Zusatz 1. 

Neigungswinkel. 

Die Untersuchungen über die Neigungswiiikel der Flächen imd Kanten führeu 
auf dieselben Formeln, wie die in B) 25-— 40 gegebenen. Nur ist in jenen Foi 
mehi stets: 

für h dessen Werlh bei der abgekürzten Pyramide . 






qa 



a— b 
zu substituiren. 
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Z u 8 a t 2^ 2. 

Ol^erfläche. 

Aas den Formetn 3. und 4. "wird die ganze Oberfläche, der abgekürzten Py- 
ramide durch folgenden Ausdruck gefunden: 

180^ ^ 

O = S+|co/i^(a»+b^).n 

c) Die uneigentliche abgekürzte Pyramide. 

Em vierseitiger ^örper mit parallelen Grundflächen sei so beschaffen, daJTs 
dessen vier Kanten nicht in einem Punkte zysammenlaufen, der Körper daher nicht 
als eine abgekürzte Pyramide zu betrachten ist. 

Die vier Seiten der einen Grundfläche seien = a, b, c und d 
die denselben parallelen Seiten der anderen Grundfläche =: a', b', c' und d^ 
die Seiten a und b, oder a' und b' schliefsen einen Winkel ein, * welcher = a 
die Seiten a und d^ oder a' und d' hingegen einen Winkel, welcher =i p 
die senkrechte Höhe zwischen beiden Parallelflächen sei femer = h 
50 ist der Inhalt des Körpers ausgedrückt durch: 

V= ihV»«[a(b+ibO+a'(b'+|b)]+|hÄyjj3[c(d4-|dO+c'(d'+|d)] 



Z u s a t 



z. 



Wenn die Grundflächen des Körpers Rectangel sind, so erhält derselbe die 
[lestalt eines Pontons. Bei demselben seien: 

zwei Seiten des einen Rectangels =; a und b 

die cprrespondirenden des anderen = a' und b^ 

die senkrechte Höhe des Körpers = h 

so ist: V = '|h [a(b'+2b)4-a'(b+2b01 



IV. Die regulären Körper. 

Es werde (ür jeden der fünf regulären Körper angenommen : . 

der körperliche Inhalt * = V 

die Seite der einschliefsenden Figuren = a 

die Fläche jeder dieser Figmren 



= F 
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der Radius eines um diese Figuren beschriebenen Kceitfes = m 

die gesammte Oberfläche des Körpers = O 

der Radius der, um den Körper zu beschreibenden Kugel ss r 

der Neigungswinkel der Figuitt fS^S^ einander ss» 9 

A) Der Tetraeder. 

Gegeben: Gesudit: 

1. r; « = 2rKf = fr 1/6 sb 1,6329931. r 

hg^am 0,2129843+%r 

2. a; '■"SFI =**^^^ = 0,612372-4 :a 

logt s 0,7870156— l+Zo^a 

^' '5 ^^Wi =^'•^'3 = 0,5132002.1» 

iogV SS 0,7102868— 1 +3 i^r 

4. a; f's^™ s=tVa»l<^ = 0,1 17851 l.a 

%Y = 0,0713337— l+fo^a 

^- '5 ^"pi = fr» 1/3 =3 1,1547005. r« 

/oy F =s. 0,0624693 +2 %r 
6. a; F-ms ^^^ = 0f4330127.a» 



log¥ zs 0,6365006 — 1 + 2 /oy a 

7. r; ^ = r^ = fr» 1/3 = 4,618802 l.r» 

/oyO = 0,6645294+2 fo^r 

8. a;' = a»I/3 = 1,7320508. a» 

%0 = 0,2385606+2 %a 

2rl/2 

9. r; m = =-|--: s 0,9428090. r 

fo^ m = 0,9744237 — 1 + foy r 
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10. a; m s |~^ s= ia|/3 ss 0|5773502.a 

. fef ms 0,7614394— l+/o^a 

11. ü 9 = 70» 31' 44« 

B) Der Hexaeder.^ 
Gegeben : Gesacht ; 

^- '' ° ~ ^ '^ *'^^ ~ l|1547005.t 

log a 3= 0|0624693 -{-logt 

2. a; r = ^^ s= 0,8660254. a 

logt SS 0,9370306— 1+foj-a 

3. r; f^= gp^ssjr» 1/3 = 1,5396007. t» 

Zog: V = 0,1874080+3 fogrr 



4. 


«; , 


F = 


a» 








5. 


r; , 


F = 


4r» 
3 




SS 


1,3333333.1* ' 

r 










logF 


^ 


0,1249387+2 fogr 


6. 


a; 


F = 


a* 






^ 


7. 


'; 


= 


8t* 








8. 


»; 


Os 


6 a* 









9. r; m == rl/f = |tI/6 = 0,8164966. r 

UgjSL = 0,9119543— l+%r 

10. a; ms il^ =: 0,7071068. a 

logxa = 0,8494850— 1+fo^a 

11. ^ 9 ä: 90» 

C) Der Oktaeder. 
Gegeben : Gesadit : 
1. r; a = rI/2 = |aI/2 =: 1,4142136. r 

log 9.^ 0,1505150+i^r 



/ 



% 
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2 a- r=r-4s = ^¥^ r= 0,7071068. a 

logt SS 0/8494850— 1 4-% a 

3 ,. V=^ s= 1,3333333. r» 

fo^V = 0,1249387+3 fo^r 

4. a. ^=^ = 0,4714045. a« 

io^V ss= 0,6733937— 1+3 fo^a 

5, ,. /!'— Il^2 s= 0,8660254. r» 

logF != 0,9375306— 1+2 fo^r 
6 j,. /!'— 2^ sas 0,4330127 . a» 

fog- F Ä 0,6365006— 1 +2 fo^a 

7. r; O = 4r*l/3 :^ 6,9282032. r* 

fog-0 = 0,8406206+2 fo^r 

8. a; = 2a» 1/3 = 3,4641016. a* 

/OTo-O = 0,5395906+2 %a 

9. r; ros=rl/| = ^r 1/6 =r 0,8164966. r 

logm = 0,9119543— 1+fo^r 

10. i; "« = 770 = iaK3 = 0,5773502. a 

/<>ym = 0,7614394— l+fo^-a 

11. ^ 9 =3 109» 28' 16" 

D) Der Dodekaeder. 
Gegeben: Gesucht: 

1. r; a^ '^^J"^^ =|r (1/15-1/3) s 0,7136442. r 

%a= 0,853.4818— l+fog:r 

^"'' '' = 17531. = ir (1/15+1/3) = 1,4012585 . a 

logt== 0,1465182+fog-a 
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1 r. //•■- 2r'(5+K5) 
'*• '' '^ 3l73 



= ^»»(l/75+J/15)- = 2,7851638. r» 



. a: 



'^ — 41/5—8 



%v 



0,4448508+3 %r 
7,6631189.8» 



= ia» (35+7 1/5) , = 

/flg-V= 0,8844056+3%« 



5. r ; F« r» I^ . 1/(1Q— 2 1/5) = | r' 1/(50—101/5) = 



6. a; /'=ia» 1/(1+1 1/5) 



/. r: 



O = 2r*T/[5l/(10— 2 1/5)] 



S. a; 0= 15a» 1/(1 +11/5) 



9. r; 



__ r 1/(10— 21/5) 

"* "1715 



-^(50—101/5) = 


0,8762186. t* 


fo5-F = 


0,9426125—1+2 logt 


«= 


1,7204774.0« 


%P = 


0,2356489+2 %a 


=: 


10,5146223. r» 


fo^O = 


1,0217937+2 %r 


* ^^H^ 


20,6457288.3» 


/05-0 = 


1,3148164+2 %a. 



10. a; ra=ial/(j+Jjl/5) 



rl/6(5— 1/5) 



= 0,6070619. r 



11. Z. <p = 116» 33' 54« 

Gegebeil : Gesucht: 

1. ,. rl/(10.^2 1/5) 



= 0,7832329— l+/b«T 

= 0,8506508.8 
logmss 0,9297513 — l+%a 



£) Der Ikosaeder. 



r: 



a 



= l,0514622.t 



foga 



5a 



'^- '•' ^ = l/MO-g 1/-^^ = ja(5+l/5).l/(lQ~2t/5) = 



3. 



r; 



1/(10—2 1/5) 



2H|/(10+2K5) 
3 



0,0217937+/o^t 
0,9510565.8 



logt SS 0,9782063— 1+fog-a 



%V 



5= 2,5361506. r» 

» 

! 0,4041751+3/0^ 



♦l 



■2 
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4. a; ^= 15-.3 1/5 -Ti«*(5+l/5) = 2,1816950. a» 

/fl^Vss 0,3387940+3 ib^a 

5. r; ^= ^'' 10 K^^^ ~ "^'^ (51/3-.1/15) = 0,478727 l.r» 

fog-F= 0,6800880— 1+2 fo^T 

6. a; - F= ^f*',^^ Ä 2,1650635. a» 

4 

foffF= 0,3354707+2 fog-a 

7. r; = ^^Slfci^ =a2r« (5 1/3—1/15) = 9,5745414.t* 

log O SS 0,9811180+2 /og^r 

8. a; 0=K25a*l/3 = 43,3012700. a* 

logOss 1,6365006+2 /o«-a 



9. r; ,„ -- rl/(10--| t^ = I rl/6 (5—1/5) = 0|6070619.r 

logm^ 0,7832329— l-+/<;^r 
10. a; m = al/^ =|al/15 = 1,2909946. a 



%m= 0,1 109243+ fog-a 



11. Z. 9 = 138" 11' 23" 



V. Der Cylinder. 

A) Der gerade Cylinder. 

Es sei der körperliche Inhalt eines geraden Cylinders =2 V 

dessen krumme Seitenfläche = S 

dessen Oberflädie = O 

der Hal^esser der tirandfläche . , = r 

der Durchmesser der Grundfläche s= d 

der Umfang der Grundfläche = p 

die Höhe des Cylinders =s h 



^ y 
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Gegeben: Gesucht: 

1. h, r; /^s= r«*h = 3,14159265. r»fi 

logV =s 0,4971499+2 %r+fo^h 

■2. h, d; ^ SS ^ = 0,78539.82. d«h 



%V = 0,8950899— 1+2 /fl^d+fo^h 



3. h, p;. F=^ — 0,0795774. p»h 



logV s= 0,0992099— 2+2 &yp+/o^h 



i S, h; ^=: -^ = 0,0795774.? 



%V = 0,0992099— 2+2A)grS—%h 

5. S, d; ■ /^ =s j- , 

6. S, r; ^=y 

7. S, p; ^ — ^ == 0,0795774 ^p'S 

fog-V = 0,0992099— 2+%p+%S 

,^ _ «h»+0h-h«l/(it»h«+2»0) 
>(. U, h; r — 2 

11. O, p; 1^ — j,,' 

13. h, d; , O = (d+2h)y = 1,5707963. {d+ 21.) d 

%0 :?= 0,1961197+/ogrd+%(d+2h) 

14. h, r; O — (r+h)2«r = 6,2831853. (r+h)r 

logO = 0,7981798+/o5'r+%(r+h) 



15. h,p; O = (^+h)p = (0,1591549. p+h)p- 



M 2 



«i^ • ö<4 «i"»» 

deren Obecfläche =0 

die Seite der gröfseren Grundfläche = a 

die Seite der kleineren Grundfläche . = b 

die perpendiculäre Höhe der abgekürzten Pyranxidc =&= p 

die Seitenlinie (Kante) der abgekürzten Pyramide = q 

Gegeben: Gesucht: 

1. a, b, p ; y=^-h^'COi~ (a«+ab+b^) . n 

, 180» 

cot -. j J. . Q,^ • • -. 

2. a, b, q; F= ^.__i-. (a'+ab+b«) . {/ [q>,/„^i2^^ A(a^brJ .n 



Sin 



n 



3. a, B, p; S =1-^.}/ [p»«vl|<>::_l-|(«r-b)'co.'i|^].n 



SlJl 



n 



4. a, k q; J = |(a+b).l/[q^-|(a-br] 

5. a, b, q; p = THÖ*^ 



sin 



n 



6. a. b, p; 



K[P'^'>'^— ^ + i(a-b)^] 



n 



Zusatz 1. 

'Neigun^gswinkel. 

Die Untersuchungen über die Neigungswinkel der Flächen und Kanten tlihreu 
auf dieselben Formeln, wie die in B) 25 — 40 gegebenen. Nur ist in jenen For- 
mehi stets: 

für h (iessen Werlh bei der abgekürzten Pyramide » 

furk — ^ — — -^~ q^^ 

a— D 

zu substituiren. 
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r 

Z Q 8 a t 2" 2. 

Oberfläche. 

AoB den Formeln 3. und 4. i^ird die ganze Oberflache, der abgekürzten Py- 
ramide durch folgenden Ausdruck gefunden: 

180® ' 

O = S+4 CO/ i^(a*+b^).n 

c) Die uneigentliche abgekürzte Ppamide. 

Em vierseitiger ]f(örper mit parallelen Grundflächen sei so beschafien, dofs 
dessen vier Kanten nicht in einem Punkte zusammenlaufen, der Körper daher nicht 
als eine abgekürzte Pyramide zu betrachten ist. 

Die vier Seiten der einen Grundfläche seien = a, b, c und d 
die denselben parallelen Seiten der anderen Grundfläche = a', b', c' und d' 
die Seiten a und b, oder a' und b' schliefsen einen Winkel ein, ' welcher = a 
die Seiten a und d, oder a' und d' hingegen einen Winkel, welcher =i ^ 
die senkrechte Höhe zwischen beiden Parallelflächen sei femer = h 
so ist der Inhalt des Körpers ausgedrückt durch: 

V = k^sin « [a(b+ibO+a'(b'+|b)]+|h «>/3 [c(d+|dO+c'(d'+|d)] 

Zusatz. 

Wenn die Grundflächen des Körpers Rectangel sind, so erhält derselbe die 
Gestalt eines Pontons. Bei demselben seien: 

zwei Seiten des einen Rectangels == ä und b 

die correspondirenden des anderen s= a' und b< 

^ die senkrechte Höhe des Körpers = h 

so ist: V = ^h [a(b'+2b)4-a'(b+2bO] 



\ 

IV. DieregulärenKörper. 

Es werde für jeden der (unf regulären Körper angenommen : . 

der körperliche Inhalt * = V 

die Seite der einschlielsenden Figuren == a 

die Fläche jeder dieser Figuren 



= F 
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48. S, k; «^ = ä ~ 0,3183099. 1 

logA 3= 0,5628501 — i+%S—%h 

49. O, h; rf == ]/ (p+h»)— h — 1/(0,6366198. 0+E^—h 

50. o,S; rf = 2|/ (5^^ = 0,7978844. i/(ö::::S) 

% d SS 0,9019400 . 1 4-1 % (O— S) 

51. V, h; J = J/^ ?= 1,1283792|/^ 

%d Ä 0,0524551+|(/dg-V— fo^h) 

4V 

52. V, S; '^ = -§■ 



59. 


V, 0; 


60. 


S, h; 


61. 


0,h; 



53. V, O; d 



54. S, h; r =: J^ = 0,1591549. | 

fogr = 0,2018199— l+/o^S—/o^h 

55. 0,h; '•=K ( X ;-2 

56. O, S; r = K (^5~) = 0,3989422. 1/(Ü:i:5) 

log r = 0,6009100 ~ 1 + ^- log (0— S) 

57. y, h; r = jX^ = 0,5641896]/ ^ 

%r = 0,7514251 — l + H^V—Zog-h) 

■ 2V " 

58. V, Sj r = -^ 



2* /^ • r \ 2a 



s 



p = |/Ä(20-|-ah')— »h 
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62. 0, Si p Ä V2« (O— S) =• 2,5066281.1/(0—5) 

%p =s 0,3990899+ifo^(O— S) 

63. V, b; p = L/^ 3,5449077.]/^ 

fo^p = 0,5496048+|(/o^V— /o^h) 

64. V, S; p = ^ =s 12,5663706.^, 

%ps: l/)992099+/o^V~-%S 

65. V, O; p s= l/[— 4«»V+2«K(4«*V»— ^«0»)J+ * 



• 4- l/f— 4«» V—2«l/(4«* V« — ^ «O»)] 

B) Der schiefe Cylinder 

Für den schiefen Cylinder gelten gleichfalls die Formeln 1. 2. 3. 41. 42r 43. 
49. 55. 61. des geraden Cylinders. 

Ist die Axe a des schiefen Cylinders nebst dem Winkel a gegeben, den die- 
selbe gegen die Grundflache madit, so entstehen daraus folgende Formeln: 

Gegeben: Gesucht: 

1. a, a; h ss asina 

2. h, a; a == -: — = hcosecos 

sin OL 

3. V, d, a; a » ,, \ = 1/2732395. ^r "^ 

i?'xsina d* 



sm u 
fo^^a = 0/10494004-[fo5V— (2fo/»'d+/o^^ma)] 

4. V, a, a; d = sl/— i— =r 0,1283792 .l/— ^ 

log d SB 0,1084946— l-K[7ogV—(foga-Ho^«««)] 

5. d, a, a; /i^ = |d»«a «na = 1,5707963. d*a*i«a 

logV = 0,1961197+2 %d-|-%a4-%««« 

6. p, a, a; f' «s ^ . «,» a = 0/)795775 . p*a n» a 

/ogrV =s 0,9007903— 2+2 %p+%a+/og-«ina 
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Z u s a t a^. 

Krumme Seitenfläche dbs schiefen Cylinders. 

Die krumme Seitenfläche des schiefen Cylinders -wird durch folgende Reib 
dargestellt : 

„ j A ' 1 1.3 , 1.3». 5 , 1.3».5*.7 . N 

^=ad«^l-^m-5j-pm»-,^j-^j-^m»-2..4'.6».S»™— 7 

WO m eine Abkürzungsformel für die Gröfse 1-— ^iVa bedeutet. Also auch: 

* Die Oberfläche des schiefen Cylinders wird erhalten, wpnn man zu dem ai 

d'flt ,' 

geführten Ausdrucke für die schiefe Seitenfläche noch -^ als die Summe beide 

Grundflächen addirt. 

C) Der gleichseitige Cylißder. 

Es sei der körperliche Inhalt eines gleichseitigen Cylinders s=: V 

dessen Oberfläche = O 

die krumme Seitenfläche • ^ ^ = S 

der, der Hiihe gleiche, Durchmesser = a 

Gegeben: Gesucht: 

1. a; V =i 4a»Ä = 0,7853981. a» 

log^ — 0,8950899— 1+3 Zog a 

2. S; r — ^\/\ = 0,1410474. si/5 

log V = 0,1493651 — 1+ ^i^ 

3. O; V — |o]/ |.^ = 0,3071059. 0|/0 

% V = 0,4872882— 1 + ^^ 



. 4. a; O Ä f a^Ä = 4,7123889. a^ 

/og-0 = 0,6732411 + 2 fo^a 
5. Sj O =^\S 
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6. V; O SS 3 1/2V»« «s 5,5358106. 1/V« 

log O SS e,7431813 + f foff V 

7. a; ^ = a»« = 3,1415026.8* " 

% S = 0,4971499+2 logt 

8. O; .S = |0 .K 

9. V; Sas 2J/2V«« s=r 3,6906404. |/V* 

hgS = 0,5670899+1% V 

10. S; o S5B 1/^ — 0,5641896. 1/S 

logas= 0,7514250— i+i%S 

11. 0; a = 1/ ^ = 0,4606589,1/0 

/oy a =s 0,6633794 — 1 +| % O 

12. V; a = 1/ ~ >= 1,0838521. l/V 

% a = 0,0349700+1 % V 

D) Der senkrcchte'schief abgeschnittene Cylinder. 

Wenn ein gerader Cylinder durch eine Ebene geschnitten wird, die der Grund* 
flache nicht parallel ist, so entsteht eine Elipse« 

Für den, zwischen beiden Flächen enthaltenen Körper, gelten folgende Formeln : 

Es sei der körperliche Inhalt = V 

die krumme Seitenflache = S 

die gesanunte Oberfläche =0 

die eiiptische Durchschnitlsfläche =; F 

die grofse Axe dieser Elipse =3 p 

die kleine — — — =r q " 

der Durchmesser des Cylinders ^ = d 

die gröfste Höhe desselben = a 

die kleinste Höhe — = b 

der Neigungswinkel der Durchschnittsflache §egen die 

Grundfläche =s a 

1. N 
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Gegeben : 

1. d, a, b; 

2. d, a, a; ; 

3. a, b, a; ^ 

4. d, a, b 

5. d, a, OL 

6. a, b, a; 

7. d, a, b; 

8. d, a, oc; 

9. a, b, ex; 

10. d, «; 

IL. d, a, b; 

12. a, b, oe; 

13. d, a, b; 

14. a, b, a; 

15. d, a; 

16. d; 

17. a, b, a; 

18. b, d, OL 
IJ). a, d, a 
20. a, b, a 



Gesucht : 



V^ 
F = 

^=1« 



id«*(a+b) 
4^d^«(a— |dto/^a) 
, (a»~b^)(a^b) 
^iV a 






|d*(a+b) 

d:r (a<*»| d /ang" «)r 



sin OL 



(a*— b*) Ä= J'Ä(a«^b*) co*£?ca 



O = id«[d+2(a+b)4.l/(d'+(a— b)^)] 



= i*r[4a+d(i 



— 2 «» a -^ co.y a 



COS OL 



)] 



O = i«(a-.b) Ra-b) . (l+l^l+-ym*«)+2 (a+b) ^m >xl 



_ 1 d'^r _ 



F= i = id^icsecoL 

F=:id«l/[d»+(a-bp] 



(a— •b)''l/(l+*'»''«) 
«in» a 



P 
P 



V/[d*+(a-b)'] ' 

a—'* / UV 

= (a — b)5^ca 



smot 
d 



p SS SS Aseca 

'^ cos OL 

y = d 

y = (a— -b)eY>^a 

a = b-}-d/a«ya 
b = a—- d^o/i^oc 
^ s;; (a«»b) cot a 
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E) Thteile eines Cylinders. 

a) Bei einef cylindrischen Röhre sei: 

der äufsere Durchmesser s=: d 

der innere Durchmesser = d| 

die Dicke der Rohre ss f 

die Höhe derselben == h 

der körperliche Inhalt ss V 

Gegeben : Gesucht : 

1. d, d„ h; f' = ^«h (d*— d,') a= 4«h(d+d,)(d-.d,) 

2. d, f, h; f'=s«hf(d— 



3r. V, d„h; d = |/(^-.d,«) 



4. V, d, h; 



5. V, d, d,; 



4V 



«(d-j-d,)(d— d,) 

6. V. d,f; * = ;rf(5i::i) 

7. V, d, h; /=|d:F}/(id«-^ 

b) Bei einem cylindrischen Sector, der durch zwei in der Axe des Cy- 
linders sich sdmeidende Ebenen gebildet wird, -sei 

der Winkel, den beide Ebenen am Mittelpunkte einschliefsen = 9 
der Halbmesser der Grundfläche = r 

der körperliche Inhalt des Sectots == V 

die Höhe des Cylinders ' = h 

"so ist: V^ Jr^h """^ 



180^ 

Ist der Winkel <p in Minuten gegeben, so wird die Zahl ISO mit 60 u. s. w. 
moltiplidrt. 

c) Bei einem cylindrischen Segment, das von einer, mit der Axe paral« 
lelen Ebene, abgeschnitten wird, sei 

der Halbmesser und die Höhe des Cylinders wie oben ; 

N 2 
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die Sehne des Segments 

der Pfeil des Segments 

det Winkel, weicher jener Sehne am Mittelpunkte correspondirt 



b 

SP 



so ist: 



Gegeben : 

1. r, h, cp; 

2. a, b, h, <p; 



Gesucht : 

V — |r^h(<p— .fm<p) 

^=ih(ii^i^y.(9-^m9) 



Anmerkung. Der Bogen 9 in Fonnel f. und Z ist Torher in Theilen des HalbmeMert autsucb-üc^ea. 



d) Bei einem huf förmigen Abschnitte, der von einer willkührlich 
die Grundfläche geneigten Ebene ADEB abgeschnitten wird, sei: 



der Halbmesser der Grundflache 

die Linie HC 

die Linie AB 

die Linie BC 

der körperliche Inhalt 

die gekrümmte Wandfläche 




=. a 

= q 

=r V 
= P 




so ist: 



1. V 



— ^[b(3r«— b«)— 3r«(r— a).arcjm^] 



oder; 



2. ^ =? iL \z^ (a— r) . arc cos L-f + (3r»~2ar+a*) . l/(2ar— a')l 



und 



3. /' = 3[ [(a-r) . 



arc COS 



^+«.1 
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VI Der Keg*L, .: 

.A) Der gerade KegeL 

Es sei der körperlicbe Inhalt eineg geraden Kegels = V* 

dessen kninune Seitenfläche = S 

die gesammte Oberflache = O 

der Dorehmesser der Grondfläcne = d 

der Halbmesser der Gnmdfliche := r 

der Umfang der GruadflSche = p 

die Seite des Kegels := a 
der Neigongswinkel der Seiten gegen die Grundflache = u 

die Höhe des Kegels . ' sc h - 

Gegeben : Gesucht : 

1. d, h; f'ssV^d'sth = 0,2617994. d«h 

/offV = 0,4179686— 1+2 &ffd4-%h 

2. d, a; raz ^d««l/(a'— ^d«) » 0,26i7994.d» K(a»— 0,25d») 

logV =B. 0,4179686— l+2/o^d-H/o^(a»—0,25d«) 

3. d, «; y =z -i^d»* tang a. = 0,1308997 . d» tang « 

logV SS 0fll69386— l+S/og^d+Zo^tong^« 

4. p, h; ^= ^ =5 0K)265258.hp»^. 

logV = 0,4236649— 2+ %h4>2%p 

5. p, a; ^ =s ^ P* K («'«'— ^'P') _, 0,0265268 . p» l/(9,8696044a*— 0,25p») 

6. p, «; f^^ ^ p*y« __ 0,0042217. p» fang-« 

logV = 0,6254874— 3+3 /bg-p+tog-tong-a 

7. Ii, »; ^Ä |«h(a«—h«) sss 1,0471976. h(a«—h*) 

fo^V = 0,0200286+/oyh+%(a»— h»> 
S. h, a ; /^ =^ |h's eo<* a == 1,0471976 . h» «»<» a 

log V = 0,0200286+3 %h+2 log cot a 
9. a, a; ^ ^ |a*«coj*a «na =s 1,0471976. a'oo^'a^na 

logV = 0,020028e+3/og-a+2/og-«>««+%*/Ma 
W% r, h; r= |*»«h = 1,0471976. r»h 

log V SB 0,0200286+2 hgt+hgh 
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11. r, a; f a» |t*« V(a»— r») xc l,a471976.r'l/(a*— r») 

/oy V = 0,0200286+2 %r+| % (a«— t») 

12. r, «; ' V =s \^*tanga «es 1,0471976. r»tong-a 

i^V SB 0,02002ä6-{-3^r+/ag-/anj-a 

13. S,d; f-= T!jd««}/(^-id«) = 0,2617994.d. • 

• . 1/(0,4052847 . S»— 0,25d*) 

14. S, h; V^ |«h [K§* + t)-t] = l/0471976.h. * 

, • . [V(0,1013212S'+0,25h*)— 0,5 h*] 

15. S,p;' V = ^y l^I^ = 0;0265 258.p». ' 

* .]/(^ — 0,0253303 p*) 

16. S,a; V = |l/G'-Ä) = 0,1061033.8* l/(a*-|) 



17. S, O; 



= il/ 



f «» s* — (O — S)^] . (O — S) 

at 






18. d, a; . O = (2a+d)^ = 0,7853982. d (2a -fd) 

foyO =s 0,8950899~l+/<igd+foy(2a +d) 

19. d, h; O = |d5t[d+2l/(id»—h*)] = 0,7853982. d[d+2l/(0,25d»—h»)] 

log = 0,8950899— 1 -f- %d+ ' 

• + log [d+2 l/(0,25d»— h«)J 

20. d.«i O==id*«(i±^l^)=iäl^l^2£!i2 = l,5707963.^^^^2flil- 

/o^ O = 0,1961198 4-2 foff d 4- • 

* -}-2fo^«>*|« — logcosa 

21. p, h; O = |^[1/(FRS^)+P3 = 0,0795775. p. " 

• . n/(p^+39,4784176h^)+p] 

22. p, a; = (Sa + j) J = 0,25p (2a+0,3183099p) 

fofO = 0,3979400— l+/o^p4-%(2a+0,3183099p) 



2r*«co**|a 



23. p, «; O = El(l±£»£f) = lElf^Üif ^ 0,1609979.2:^2^ 

*^' ' 4?t\ co^a / * 'Kcosa cos OL 

24. h, a; O Ä «[a»— h«4-al/(a»— h*)] 

25. h, «; = h'4 iff,,, ^J « l+a>.«« 

26. a, a; O «= a*ic[c30J a(l-(- co^a)] ss Sa^or co^a CO J^|a 

27. r, a; O = (a+r)«r 

28. r, h; O = ^[r+V(b^+p*)] 

^ • /l + CO*a\ 

30. d, h; -S = id^l/CpHTO = 1/5707963 . d 1/(0/25 d^+h») 

logS =5 0/1961198+/og-d4.|/oy(0|25d«+M) 

31. d, a; .y = 2*5=: 1,5707963. ad , 

fog^S = 0/1961 198 +/og-a+/og-d 

_ 

32. -d, «; Ä= -f^^ = 0,7853982.-^ 

' ' '4 cos a COS a 

fog- S = 0,8950899— i +2 log d-^ hg cos a 

33. p, h; Ä « Ip1/(JI+41i') = 0,25p l/(0,1013212p'+4h') 

34. p, a; ä ä iap 

35. p, «;, Ä= 3-2^ = 0,0795775. -El- ^ 
•' '* ixcosa cosa, \ 

log S SS 0,9007903— 2+2&^p—%aMa 

36. h, a; Ä = a« !/(«'— h«) = 3,1415926. aV^(a«—h») 

fog-S = 0,49714994.fo^a+i%(a«— h«) 

^'- *''«5 •* =^ 1-eo*«« 

38. a, ot; ä := a*«cYwa 

39. r, a; ' «S = 3tar . 

40. r, h; iS = |ntT/(r^+h«) 



r'ir 



41. r, a; iS = ^ = t^icseca 

' co.ja 



^V,a; « = K (^+^) = K (^+0^168603 d.) 
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/ 



/Q V c ^ 1 X7 35V*«« , p« \ l'//355,ä057584V» , ? \ 

43. V, p; Ä = |/^_^+^_j = ( /( p. + 157^\367J 

S = |/(3d»V+^) = j/(9;424777»hV + ^) 



44. V, h; 



45. h, a; d ä 2l/(a*— rh") 

46. h, a; (J :? 2h cotot 

47. a, a; </ s= iacosa 



48. S, h; d = j/[-ai«+|/(i|S!+4h»)] • 

49. S, a; d ä ZT sä 0,6366198.- 

«a a 

Zog- d = 0,8038801 — 1 + Zog- S — % a 

50. S, O; d = 2]/^HlJ 

51. V,h; d = IXI^ = 1,9544100 . |/^ . , 

logd SS 0,2910157 4--^ (%V—/o^h) 

52. h, a; p :=: 2fl:l/(a»— h'^) 

53. h, a; P = 2h«co^a 

54. a, a; P = 'ia.acosa 

55. S, h; /» = l/[— 2h' «« + 2* '^(45" -f h^'^T») j 

«iÄ c 2S ' 

56. a, a; » aes — 

a 

57. S, O; /»es 2V(0— S)« 

58. V, h;' p = K (^^) = 6,1399600.1/1^ 

_ foyp = 0,7881656 + ^?£l=^ 

59. d, a; Ä = l/(S5Z:|"d5) 

60. d, a; Ä-= jd/awg"« 

61. p, a; A ss: jX^a'— •^) ?= l/(a»— 0,0253303. pl") 
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52. p, a; Ä = Hg5^ = 0,1591549. pYoB^o 

/fl^h Ä 0/2018199— l-}-%p+/og-/ö//5-« 

63. a, a; 7« ^:= asina 

64. S, d-, Ä =: l/(^-id») = |/^(0^4052848 . |' - 0,25 . d«) 

^•S'P' ^ - K(f^ - K(f -0,0253303.p») 

66. s. a; Ä = l^^2^g=^ - 0,3183099 . i^^p^ ^ 

%h = 0,5028501 — 1+1 /o^(a««»—S«)—%a 

68. V, dl Ä = ^ = 3,8197186. J 

logh^ 0,5820313+ /og-V— 2 %d 

69. V, p; Ä = i^ = 37,6991118.^ 

log'h = 1,5763311 +%V— 2 /og-p 

™-v..> *=i>[-s+K(^-i;)]+v 



+K[-S-K(^-fi)] 



71., d, h; a = l/(h»+4d») 

72. d,«; «^2^;7^ 



73. p, b; fl = |/(h* + |^) = V(h«+ 0,0253303. p*) 

74. p, «; ' a = ^ P = 6,1591549. -E_ = 0,1591549. p*«ca 

logsi = 0,2018199— l+fos^p-fo^-co*« 

75. h, a; a = 



1. 



|/(1 +2 CO* a) (1 — 2 eoj a) 

o 
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76. S, d; a = g « 0,6366198.j 

löga SS 0,8038801~l+fo^S— /og-d 

77. S, p; a = — 

P 



78. S, h; 



'=V\^i+VW^d] 



79. S, O; o = 



Y-x(0—S) 



so V J. ^ _ l/(576V»-d«ir») 

80. V, d; o j^ 

81 V P- ^ = |/(576V*^-p») 

»1. Y, p, o — 2p«« 

82. V,h; a = |/(g + h') 



83. ^, h; tangoL = --j^ 

d 



2Ii 



84. d, a; oo^a = 



2a 



85. p, h; ^awya = — = 6,2831853. - 
^ P P 

logtanga = O/TBSlTOS+fog-li— /flg-p 

86. p, a: cosa z=z -^ = 0,1591549.2. 
'^' ^ 2a« a 

fo^co^a = 0,2018199— l + %p—.fog-a 

87. h, a ; sina z=z — 

^ ' a 

B) Der achiefe Kegel. 

Es sei der körperliche Inhalt eines sdiiefen Kegels . = V 

der Durchmesser seiner Grundfläche = d 

die längste Seitenlinie des Kegels = a 

die kürzeste — — — = b 
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die Neigungswinkel dieser beiden Seitenlinien gegen die 

Grundfläche " — ß mj^i y 

der Winkel, den. diese beiden Seiten an der Spitze des 

Kegels einschliefsen =^ a 

Gegeben: Gesucht: 

1. a, b, d; F^szz Ädic]/(2d«A»4-2d«b»+2a«b*— d*— a*— b*) 

2. a, b, et; /^ =i ^ab« sin a l/(a*+b*— 2ab cos a) 

3. a, fty; ^=Aa>x.mpP^<i^+y>? 

L sm y J 

K A r^ jy 1 !• siriß^sifiy 

5. a, b, a; d s= l/(a^ -f- b» — 2ab cos «) . 

6. a, ft y; a:^^sin(ß+r) 

smy 

8. d, b, y; a = |/(d*+b*— 2db co^ y) 

f^ « ^ i Asinß 

9. d, a, ß; * = — ; — i- 

Zusatz. 

Krumme Seitenfläche des schiefen Kegels. 

^Venn zur Berechnung der krummen Seitenfläche eines schiefen Kegels gc- 
;eben ist: der Durchmesser d, die Axe q und der Winkel 9, den dieselbe gegen 
lie Grandfläche macht, so wird die Seitenfläche durch folgende Reihe ausgedrückt: 

, ■ 1.3.5 / I.3.5 n 3.5. 7. m« , 5.7.9.m* \ cot*tp 1 

■^4.16.36\ n» n^ ' h^ J ~^ J 

O 2 
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wo m eine Abkürzunesfonnel fiir s; — ^-^ 

° 2q sin a 

und n — — , — . für i^-^ — -IJ ^ bedeutet. 



q Ana 
(Sidie Euler ia Nov, aci, Acad, Petrop, IIL 89.) - 

^ C) Der abgekürzte gerade'Kegel. 

Es sei der körperliche Inhalt eines abgekürzten geraden Kegels =: V 

der Durchmesser der beiden Gtuodfläqhen sss d und d| 

die Seitenlinie des Körpers = a 

der Winkel, welchen diese mit der Grundflache macht c= ol 

die Hohe des abgekürzten Kegels s= h 

Gegeben : Gesucht : 

1. d, d„ h; f' = tV«* [(d+d/)*— dd,] = •,^nh(d«+dd »+d,'> 

2. d, d„ a; ^=^«(d»-|-dd,+d,«).l/[a*— i(d— d,)»] 

3. d, d,, a; - ^a= ^*(d— d,)(d»-J-dd,+d,«)toiigra 

4. d, a, a; ^ ss ■^«a^a(3d*— 6adco«a-f-4a*eo«*a) 

5- d, d„ h; Ss= I« (d+d,) . l/[h*+i<d— d,)»l 

6. d, d„ a j .9 =s i<a (d+d,) 

7. d, d,, «, .y _ 4« ~- 

8. d, a, a-; S s= xa(d— aeo«a) 

9. d, d„ h; O = i«[2(d+d,).l/[h»+|(d— d,)»]+d»-fd,*J 
10. d, d,, a; O'sss i«[(2a+d4-d,)(d+d,)— 2dd,] 

II. d. d,, .; o = }. [!y^ifc4ä+a.+v] = •- ' 

• SS i.« r d*(2c<Ma+l)+d,«(2cwa-~l) '] 
*. L cosa J 

12. d, a, a; O = |« [(2a+d)d4-|aco«a(eo«a~2(a+d)>] 

13. d/, a, a; (f =s d|-(-2acafa 

14. d„ a, h; d = 2l/(a»— h*)+d, 
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N 



16. S, d/, aj rf sss — — d| 



30. 



9ia 



17. O, d„ a; . d = ]/ (^ — 2 ad, — d,»+ a») — 

18. d, a, h; rf, s= d— 2l/(a»— h«) 

20. S, d, a; rf, = — — d 



xa 

a 



21. O, d, a; df = |/ (^ _ 2ad — d» + a«) -- 

22. d, h, a; rf^ = A—ih cotu 

23. d,d„«; « = fe^ 

24. d, d,, h; a » l/fli»-f i(d—d,)«] * 

25. S, d,d,; a = ;^^j-p- 

, ^-(d+d,)«4-2dd, 

26. O, d, d;; a = 2(d4-d, ' ) - 

^- ^' '^ '^» « «(d»+dd,+d,»l 

28. d, d,, «; Ä = |(d— d,)ftw^a 

29. d, d,, a; . Ä = V[a«-4(d-d,rj 



s, d,d„ Ä «(d+d,) 



31. a,d,d,;. ^^VWE^^^IE^m 

lt(d-f-d/r> 

D) ÄbschnTtfc' eiives Kegels. 

' Bei einem hufformigen AbscBiiifte, der durck efite, parallel mi€ 'der Seite des 
Kegels gelegte Ebener CD, entstanden ist^ sei 
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Gegebea: Gesucht: 

t. r, t; / = r — l/(r'-.l') 

2, r, q; / s= r — q 

4. t, q; ' / = K(^T?)--q • 

5. t, f; < = K(2rf— P) = l/(2r— Of 

6. r, q; < = l/(r»— q») 

8. r, f; y = r — f 

9. r, t; 7 = ]/(r«— t») 

10. r, a; 9 =^ rco^^a 

11. t, f; y SB * * 



12. f, l; 



2f 



2f 



13. f, m r = f +q 

,14. t, q; r = l/(q' + »'0 

b) Der sphärische Ausschniii (Sector). 

Es sei. der körperliche InhüU eines sphärischen Seclors =: C 

die sphärische Fläche desselben ss S 

die gesammte Oberflädie ss O 

Gegeben: Gesucht: 

1. r, f; C = ^r»«r = 2,0943951. r*f 

logC ^ 0,3210586+2 hgr+hgf 

2. r, t; C = |r*«|»L|/(r»w.t2)] =: 2r0943951 .r» [»--^/(r*— i')J 

T /o»C = 0,3210586-|-2fog^^-%[l^—J/J?I7)J 

3. r, qf -Cafc |r*«(rAq) =s.%0943951.r»'(r— q) 

/o^C = 0,3210586-f 2%r+%(r— q) 

4. r^ tx; £' atr }r'«c(l— ro^l«) = fr'atcö^t^er^la cz ;r — i- -= • 

• s= 4,1887902.r»«wl»|a 
Mg C = 0)62208864-3 /o^r+S logm\» 
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5. f, t; <:=|«.1^ = 0,5235988.^* 

log C = 0,7189985-- 1 ^-%(^+t»)—%f 

6. t, q; C = \* [(K{?T5_-q) • ft'+q')] = 2,0943951 . * 

• . [(K(FK)-q) • (t'+q')] . 

- % C = 0,3210586+fo^ [(K<q'+t*)--q) • (t*+q*)] 

S = 2rf* 

.S= 2r«l/(r*— t») 

Ä =.2r«(r— q) 

Ä =: 2r**(l— <»*|a) =s 4T*«An*|a 

S = 2it[t«+q»+ql/(l«+q«)] 



7. 


r, f*, 


8. 


r, t; 


9- 


r. q; 


10. 


r, a; 


11. 


f, t; 


12. 


t> q; 


13. 


r, f; 


14. 


r, t; 


15. 


r, q; 


16. 


r, «; 



21. C, r; 



O 3= Jtr[2f-fK(2rf— P)] 
Q = icr[2l/(r'~t») +t] 

= «r[2(r-q)+l/(r»-q')] 

O = «r«[2(l— co*|ä)-f-«m5a] = «r*(4«»»i«+«»ia) 

17. f, t; O = «. 2f 

18. t,.q; = *[2l»+2q'+(2q+t).l/FF?)] 

19. C,r; / =1^ = 0,4774647.5 

%f Ä 0,6789412— l+/b«-C— 2 /o^r 

20. S.r; /= A = 0,1591549.^ 

logi — 0,2018199— l+forS—%r 



% t = 0,4403808— J44%[C(4r»*-3C)]— 2 fo^ 

^ ^ V25^1> = 0,1591549 .VV^z:«!) 



22. S, r; A = -^ 

log t =i 0,2018199— 1 +i log (4r««— S«)— /og-r 

P 



I. 



/ 
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23. Cr; q^ '—^ ~ 0,4774647.^ ' 

/og-q Ä 0,6789412— l+fo^-C— 2 fo^r 

24. S, r; o = r— A » ,_ 5 

^ 2nt '^^ 0,1591549. r 

'25- c,«; --V i. ^^T i-.l^ 7 ^^ ") 

»^ \2« CO* wr* 4^a/ ^ r \4äjii»»(45— |a)/ 

2Ö. s,a, '-V L ^ "71 -l^ T"^ ^ ^ 

*^ \2«cosvers^aJ V V4««»»(45— i«)/ 
c) Der sphärische Abschnitt (Segmefit). 

1 

Es sei der körperliche Inhalt eines sphärischen Segments = G 

dessen gesammte Oberflache = Q 

Gegeben: > Gesucht: 

1. r, f; C = fi*(r--|I) ' 

2. r, t; G = i«[2r»— (2r»+t«).l/(?:^J 
.3. r, q; 6' = |«(r— .q)*.(2r+q) 

4. r, a; C = f r»«(l— co*|a)».(l+|«)f •fl.)=:|i«,(2-_3«),|a^«)J»^a) 

5. f, t; = «f (ft«+|{») 

6. .t, q; C = i«[2(q»+t«).V(l«+q?)— q(2q»— 3t«)] 

t 

7. r, f ; p =s «f (4r— 

8. r, t; - Q = «[2r»r-2r|/(r»— l»)+t*] 

9. r, q; ^ = «(r— q).(3r4-q) 

10. r, a; (> = «r»(l— «)*|a).(3+co*|«) 

11. f, t; ()s= «(2t»+f) 

12. t, q; (> = «[3t*-|-2q«— 2ql/(?Tt^] 

t ' 

13. G, r; / -. .;_]/ pG-2r«»t+l>/3G(3G-4r»») J . 



3 

ly pG— 2r'*-~l/3G(3G— 4r««) 1 
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3 

15 G r- _f— -iXr^ ]y/ (3G— 2r»^.(3G— 2r««+:t/3Gj(3G-^4p*))— 2r««' , 



9 . 

• l X(3G--2r»«).(3G— 2rtt-4/3G.(3fr^4rtö)— 2tV » , 1 
17. G,„ . , ^ |/'pEl«±^^^^+ . ' 



3^ _ 

■ Ix /' SG— 2r»«— t/3G(3G— 4r»itA 



18. g, r, , = j/(^:^)-' 



19. G, r; cos 



3 

a = ly / 3G— 2r^it+ j/3G(3G— 4r'or) y 

3 . 

♦ I iX^ SG— 2r»it— }/3G(3G— 4i^^) \ 



».Q,„ „,J. = ^/(EP)_. 



Zusatz 1. 

Die sphärische Fläche des Segments ist offenbar dieselbe, wie bei dem Sector, 
und wird durch die Formeln 6. 7-^12 berechnet. 

Z u s a t z 2. 

Die Formeln 13 *— 16 haben aufser ihrer verwickelten Gestalt noch den be- 
sonderen Nachtheil, dafs sie sich bei näherer Betrachtung, als zu dem irreduciblen 
Falle der Cardan'schen Formel gehörig zeigen. Die unter dem Quadratwurzelzeicfaen 

P2 
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befiadliche Grobe wird jederzeit eine unmoglidie Gestalt annehmen, obgleich der 
gesuchte Werth 'wirklich möglich ist. Bei der Anwendung auf bestimmte Fälle, 
wird es daher nöthig seyn, sich der ursprünglichen Gleichungen zu bedienen und 
diese durch eine der Näherungsmethoden aufzulösen. 
Es sind folgende: 

13. f» — 3rP + — « 

14. t. + 3r.f-.li^:ll=i^ = 

15. q» — 3r'q — ä 

16. cos^^a^^^cosia-^ = 

Zusatz 3. 

Wenn gegeben ist der körperliche Inhalt eines sphärischen Sectors := C 

der körperliche Inhalt des demselben correspbn- 

direnden sphärischen Segments = G 

so wird der Radius der Kugel, zu welcher diese Theile gehören, ausgedrückt durch : 

a 



= ]/(3C.^^^^^f-^^)) 



Zusatz 4. 



Wenn von einem Kugelsegment ein Stück durch eine senkrechte Ebene ab- 
geschnitten wird, deren Abstand von der Rlitte der Grundfläche des Segments = a 
ist, während diese Mitte von dem Mittelpunkte der Kugel um b absteht, so ist der 
körperliche Inhalt dieses Stücks 

= l »bp + fr« . arc tang^ — |b (3r* — b') . arc fang 2. .^ Ja (3r' — a*) . arctang^ 

wo p die Abkürzungsformel 

« 

bedeutet. 
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d) Die sphärische 2one. 

Bei einem zwischen zwei parallelen Durchschnitlskretsen enthaltenen Kugel- 
stücke sei: 

der körperliche Inhalt 

die sphärische Seitenfläche 

die ganze Oberfläche 

die Radien der beiden Grundflädien, 

deren senkrechter Abstand oder die Dicke der Zone 

der Abstand der Mitte der grellsten Grundfläche vom 

Mittelpunkte der Kugel 
der Radius der Kugel 



:= Z 
= P 

i= H 

= m und n 



= q 



Gegeben : 

1. r, e, q; 

2. m, n, e; 

3. r, e; 

4. r, q, n; 

5. m^ n, c; 



Gesucht: 

» 

^=3= Äe(r«— q*— qe — Je*) 
Z = J«e(3m»+3n*+e«) 

P =2 2re« 

P = 2nt[l/(r«— |n')— q] 



P SS e« l/[8r«~m*— n^+al/m'n'^— 4r»(m«+n*— 4r*)] 



6. r, e, m, n; H = «(re+m*+n*) 

7. r, m, n, q; H ^^ [rl/(r*— ^n*)— rq+m*+n*] 



•«Zusatz. 

Wenn von einer Kugelzone durch eine senkrechte »Ebene ein Stiiick abge- 
schnitten "Wird, so entsteht beistehende Figur. 
In derselben sei: 

der Radius der Kugel =: t 

der Abstand der grofseren Grundfläche 
vom Mittelpunkte, oder AB ac: b 

der Abstand der kleineren Grundfläche 
vom Mittelpunkte, oder AC sc c 

der Abstand der Durchschnittsebene 
von der Axe der Zone, odc^r BD s« a 
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Zur Abkürzung bedeute femer: 

p = l/(r»— a»— b«) (Wertb der Linie FD) 

und 9 = |/(r»--a»— c*) (Werlh der Linie GK) 

so ist der körperliche Inhalt des Abschnittes ausgedriidct durch: 

V ^ ^c(3r»--c»).«rcfaiig-S — |b(3r«— b').iirc/<w^E4-^a(a»-|-3r»). * 
• . [arc lang — — arctang — j -t" 1"^ ( «''^ ^^''gr — -^^arctang — J + ' 

und die krumme Wandiläche des Abschnitts: 

/* = 2r c . arc tang^ -^^ r . €irc tang — — a.. arcfa/ig'-— b-orc^oiig'— — ' 



• — r . arc tang — -}-,a . arc lang — 



(Für die Ableitung dieser Fomelu siehe 'Lehmus Aufgaben aus der Körperleltie 68<— *d4«) 

Verschiedenartige Körper, welche ^us der Drehung von Kreis- 
abschnitten entstehen. 

A) Ringförmige Körper. 

Wenn ein Kreis sich um einen .Punkt dreht, welcher in der erweiterten Ebene 
dieses Kreises liegt, so beschreibt er ,einen ;ringförmigcn Körper. 

Bei diesem ringförmigen Körper sei: 

c 

der körperliche Inhalt des Ganzen =s V 



die Oberflache desselben 

der Radius des -erzeugenden Kreises 

der Abstand AB der Mitte dieses Kruses, von der 
Mitte des Ringes 



= F 



a 




— 11» — , 

so ist: V == 2«'r'a 

Zusatz. 

Wenn sich* statt des ganzen Kreises, nur das Segment ECD um den Punkt 
B dr€Üity. so sei für den entstehenden Körper: 

der Abstand der Sehne von der Mitte des Kreises GB = m 

die halbe Sehne des Segments GD •' ' =4 

der körperliche Inhalt = V 

die sphärische Fläche des Ringstückes = F', 
und es ist: 

oderr 
2. f^f = 2ä fmaq -f r^a . arc sin ^ + | (r» ~ q*)1 

und 



3. J^^ 



2«T [a .aresin ™ + l/(r»— ta») + rl 



Anmerkung. In den drei letzten Formeln gilt das untere ZeicKen,. trenn der Punkt G, wie in 
der Figur, jenseits des Mittelpunktes A liegt, das obere hingegen^ wenn der Punkt G zwischen 
A und B fallt. 

. ^ ^ B) Die sphärische Spindel. 

Wenn sich ein Kreissegment um seine Sehne dreht, so> entsteht ein Körper, 

dessen Cubtkinhalt bezeichnet werde durch sc V 

seine sphärische Oberfläche = O 

- die Sehne des Segments = a 

deren Abstand vom Mittelpunkte des Kreises i= q 

der Pfeil des Segments s= f 

der Radius des Kreises ' = r 

Gegeben r Gesucht: . ' ^ - 

1. r, q; /^ =r |« (2r«^+q') . l/(r*— q^) — 2r^qx .arccos^ 



r 



2. r, a; ^ = |a«(3r«— |a«)— 2r*Ä.l/(r»— |a«) . flrcco^i--ii^^ ^^ 
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3. r, f; 



■4. 



r. q; 



^ = I« l/[(2r~f).q . (3t*— 2rf+^) — 2i«« (r— f) . are cos 

O aac 4rÄ j|/(r« — q*) .— q ^rc <?o^ ^ 



r— f 



5. r, a; 



9 "> 



6. r, f ; 



O — 4Bt[|/(2r—f)f—('—0 •««?«» ^7^ 



Anmerkung. AnsfUhrliclie Untenuchmigen über Koip« duier Art finden <ieh in Cavaleri Oeomet, 
indiv, com, paß, 100 ff. 

C) Körper, welche aus der Drehung eines convexen Kreis- 
bogen entstehen. 

In beistehender Figur ist ACE ein Quadrant und CDBE ein RectangeL 

6 3 

Es sei femer: 

der Radius des Quadranten AE ?= a 
die Breite des Rectangels EB = b 

a) Wenn sich die ganze Fläche ACDB um die Linie DB dreht, so wird der 
körperliche Inhalt des entstehenden Körpers ausgedrückt durch: 

A^=:«(}a»4-ab«4-ia»b) 

b) Wenn sich hingegen nur die Fläche AFKB um die Linie KB dreht, so 
ist der körperliche Inhalt des entstehenden Körpers: 

F— «m(a«+b»)+«bm}/(a*— m^) + «a*b.flrrcjr//»5i^|,tm» 

a 

wo die Linie BK =.m gesetzt ist. 




J 
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D) Körper, welche ans der Drehung concayer Bogen entstellen. 

4 ^ 6 

Der Bogen BD sei ein Quadrant, 



dessen Radius AB 



die Linie BC 



= a 



= b 




a) Wenn sich die ganze Figur BCED um die Axe CE dreht, so hat der ent- 
stehende Korper den Inhalt: 

/^ = «a [|a« + 2ab + b» ~ I- (a*+ab) ä] 

b) Wenn sich hingegen nur das Profil BCFG lun die Axc CG dreht, so ist 
der Inhalt des entstehenden Korpers ausgedrückt durch: 

f'= «m(2a*4-2ab+b«)— (Ä+b).«m.l/(ä^^^^ 

a 

wo die Linie CG ^= m gesetzt ist 

Anmerkung. Untersuchimgen über ähnliche, für die Berechnung der Geschützröhre wichtige Kör- 
per imd^ sich bei Leonhardi dter Band, Abth. VI. 

£) Körper, welche die Gestalt eines Fasses darstellen. 

Wenn sich das Profil ABCDE um die Axe AE dreht, so entsteht ein Kovper 
von der Gestalt eines gewöhnlichen Fasses. » 

Bei diesem Köiper sei: 

der Durchmesser der Mitte des Fasses 

(= 2 CF) = D 

der Durchmesser des Bodens (=2 AB) =: d 

die Länge des Fasses AE = ä 

a) Wenn es bei der Berechnung des körperlichen Inhalts eines Fasses nur 
auf eine ungefähre Annäherung ankömmt, so kann dieselbe durch folgende beide 
Formeln erlangt werden: 

^' '^ 712 



- C 




= « ^ 



T^ 



. ^=(H^y 



a« 



1. 
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Von diesen Formeln giebt die erste den körperlichen Inhalt etwus za grofs. 
die zweile etwas zu klein an. 

Das arithmetische Mittel 'ZMrischen beiden ist : 

3, ';^= g^(5D»+2Dd+2d») 

b) Wird die Corve, BCÜ als ein Kreisbogen angesehen, so ist : 

r._ .^r. . 3a<i* . 3a(a«~D«+J*).[a'--(D-d)'] . 
^ ""* L* "•""2""' : ^ 8(D— d)« 

. 4a(D— d) -| 
"^*^a»+(D-d)«J 



3[a«4-(D-^d)«p. (a«^D«4-d«) 
16(D—d)^ 



c) Wird die Curve BCD (die Krümmung >dcr Fals • Dauben) als parabolischer 
Bogen angeschen, so ist ^ 



d) Ist hingegen der Bogen BCD conchoidisch, so wird: 



. arc cos 



ö- 



2V(D»— d») 

/ 

(Stehe über die Ableitung dieser Formel: Lelimui Aufjgaben aus der Koiperlehre 106 £} 

Als Annäherungsfomiel für denselben Zweck dient: 

(Siegle Müller» Versuch den Inhalt der Fftsser, durch Anwendung der Muschelltaie zu Hndcn.) 



I 
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Z^veite Abtheilung. 



Formeln zur Trigonometrie und Goniometrie. 



/ 
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Erster Abschnitt 



Formeln zur Auflösung 'der ebenen und 

sphärischen Dreiecke. 



v. 



I. Formeln für ebene Dreiecke, 



A) Auflösung der re^htwinklichen ebenen Dreiecke. 

in einem rechlM^inklichen ebenen Dreiecke sei: 

die Hypothenuse = h 

die beiden Katheten = a und b 

die beiden spitzen Winkel =3 a und [3 

60 dafs iL a der Kathete a, . und Z. ß der Kathete b gegenübersteht. 



Gegeben: 


' Gesucht: 
die Hypothenuse 


Formel : 


a) die Katheten a 


1. h = P^(a^+b») 


und b 


der Z. a 


2. taiig a = r- oder 

b 

3. cot a = — 

a 




der 21 i3 

• 


4. tang |3 = — oder 

5. cot ß = r- 




b) die Hypothenuse h 


di^ zweile Kathete 


6- 6 = I/^(h*— a«) = Klb+a)!»»— a) 


eine Kathete a 


der gegenüberlie- 
gende Z. a 


• 

7. J/»a = r- 




der anliegende JL ß 


S. cosß zp ^ 
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c) die Hypothenuse h 
ein Winkel a 



d) eine Kathete a 

der anliegende 
Winkel ß 



e) eine Kathete a 

der gegenüberlie- 
gende Winkel ot 



der 



die gegenüberste- 
hende Kathete 



die anliegende Ka- 
thete 



der 



OL 



die Hypothenuse 



die zweite Kathete 



der 



die Hypothenuse 



die zweite Kathete 



9. ß = 90« — a 



10. a = h sin a 



li.'b = h cosQi 



12. a =z 90»--p 




13. Ä «= -^ 


- 


14. 6 = a fang ß 



15. 13 = 90° — a 



16. Ä = -; 



SJH u 



17. * = a cot 



a 



B) Auflösung der gleichschenklichen ebenen Dreiecke. 

In einem gleichschenklichen ebenen Dreiecke sei: 

die Grundlinie* = a 

jede der beiden gleichen Seiten ' == b 

der Winkel an der Spitze = a 

jeder der beiden gleichen Winkel an der Grundlinie = ß 



Gegeben : 
a) die Grundlinie a 

eine der Seitenli- 
^lien b 



b) die Grundlinie a 
der Z. an der 
Spitze a 



c) die Grundlinie a 
ein Winkel an der 
Grundlinie ß 



Gesucht : 

der Z. an der 
Spitze a 

der Z. an der Grund- 
linie ß 



die Seitenlinie 
der /L an der Grund- 
linie ß 



der Z. an der 
Spitze ot 



jede Seitenlinie b 



Formel: 



. . , 2b 

1. sm <a = — 

a 

2b 

2. cosß = — 

a 



2. b sst \asin\a 




4. i3 = 90° — 1 




5. a = ISO« — 2(3 





6. i = 4 a cos ß 
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d) eine Seitenlinie b 
der \\ inkel an der 
Spitze OL 



e) eine Seilenlinie b 

ein Winkel an der 
Grundlinie ß 



jeder Z. an der 
Gnmdlinic 



die Grundlinie 



der Z. an der Spitze 



die Grundlinie 



7. ^ = 9{y> — |a 



8. a = 



2b sin l u 



9. a = 180*^ — 23 



10. a = 2b cos :i 



C) Auflösung der ungleichseitigen ebenen Dreiecke. 



In jedem ebenen Dreiecke sind die Seiten bezeichnet mil 

die Winkel mit 
und zwar so, dafs der Z. a der Seite a 

der Z. ß — b 
der Z. y — c gegenüberliegt. 



a, b, c; 

«» Ä y; 



Gegeben: 

a) drei Sei- 
ten a, b 
und c 



Gesucht: 
der Z. a 



der Z. ß 



1. cosa SS 



b«--}^c^— a» 
2bc 



Formel : 
oder 



2. sin I 



3. cos J 



«=ii/^ 



a-f-b — c)(a+c — b) 



bc 



lX (a+b+c)(b+c-a) 
a-^y b^ 



oder 



oder 



oder 



5. sina = |X(a+b+c)(b+c~a)(a+c-b)(a+b 

'^ 4b* c^ 

oder 

1/S.(S— 2ii) (S— 2b) (S— 2c) 



-c) 



6. sina 



2bc 



wo die Summe aller drei Seiten 

a-J-b-f-c ss= S gesetzt ist. 



7. jcosß = 



a»4-c*— b* 
2ac 



oder 



8. .« iß =. .j/(«+b-c)(b+c~a) 



oder 



I. 



K 
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b)kwei Sei- 
ten a und c 

der elnge- 
sclilossene 

unler der 
Annahme, 
dafs a ^ c 



9, CO.. Iß ^ .yCa-t-b+cXatcEg 



10. tang^ß = |/ g+b-c) (b-f-c-a) 



oder 



oder 



(*4-b-f-c)(a+c— b) 

11 rrf P - 1 X (a+b+c) (b+c-a) (a+c-1)) (a+b 
^ y 4a»c« 

oder 



— fl 



12 



13. cosy=z 



_a«4-b 



*-^c* 



2ab 



oder 



14. sin I y = 1 1/ (a+c-b)(b+§EI> oder 



oder 



16. /««g- ly = T/(a+c-b)(b4-^) 

* *^ »^ (a+b+c)(a-t-b— €) 

17. .:...■ -l/ 0^b+«)(b+c--a)(a+c-b)(a+b 

oder 

18. ..'..;— V^S'(S-2a)(^S--2fa)(S-2e) 

'^ 2ab 



— c| 



oder 



19. tang a = _if^£_ 

c ^acosß 

20. wenn Z. ^^ (=90«'— ^p) = 9 



angenommen 



und Z. 



tt— y 



der Z. |3 



so ist: tangr^ s= 



a-j-c 
und dann femer: Z. a = <pH~'4^ 



s= tp genannt wird, 



c » , 



oder 



21, /a/i£'ß = • ^ — 

^ a — ccosß 

22. unter obigen Voraussetzungen: Z. /3 = 9 



— * 
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c) zwei Seiten a 
und c 

ein gegenüber- 
liegender Z. OL 

«nler der An- 
ntihme, dafs 
a ) c 



die dritte Seile b 



der »weite ge- 
genüberlie- 
gende Z. y 



der eingeschlos- 
sene Z. ß 



die dritle^Seile b 



23. h = l/(a*+c''.i— 2ac.coAß) oder 

24 b = l/(4ac5iV|/3+(a— c)') oder 

wenn obige beiden Z. zutor berec^inet sind, 

und 



25. b = i^ 

* smy 
a sin ß 



26. b = 



sma 



27. w*y = 



c^/w « 



a 



zo. Sin 3 = ■ ■ 

a 

oder 
2Ö. wenn der Z. y bereits gefunden ist: 

Z. p = 180"_(a+y) 



30. b = c cos OL -|- |/^(a*— c' ^m'* a) oder 
wenn die Z. y und p bereits gefunden sind, 

so ist: 

31. b « t±i^^±yl oder 



J/// a 



32. b = ^ii^ 



J) zwei Z a 



der dritte Z. 9/ 



33. y = 180^— (a+ß) 



und |3 



die zwlscbenlie- 
gende Seite c 



die Seite a 



34. a — 



c sm OL 

sin (a-f-i3) 



die Seite b 



35. b = 



c sin ß 



sin (a+i'^) 



e) zwei Z « 



der dritte Z. 7 



36. y = 180« — (a+[3) 



uud j3 



eine gegenüber- 
liegende Seile b 



die zwischenlie- 
gende Seite c 



37. c = 



hsin{oc-^ß) 



sinß 



die gegenüber- 
liegende Seite a 



38. a = 



b sin OL 
sin ß 



R 2 
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D) Ausdrücke für die Linien und Winkel in ebenen Dreiecken 

durch Reihen* 

« 

Es kann xuweilen vortheilhaft seyn, in einem Dreiecke die Seiten und Win- 
kel, unabhängig von den trigonometrischen Funktionen, unmittelbar durcli unendliche 
Reihen darzustellen. Hierzu dienen folgende Formeln, in welchen die Zahl der 
Grade, AGnuten, Secunden u. s. w. eines Winkels stets durch a, ß u. s. vr. ausge- 
drückt ist. Die Gröfse /w bezeichnet den Winkel von 57^/2957795, dessen Bogen 

bekanntlich dem Radius gleich ist. — oder — ist daher immer die Längendes Bo- 

gens Ol oder ß in Theilen des Halbmessers ausgedrückt. 

a) Reihen für das rechtwinkliche Dreieck. 

In einem rechtwinkliclien Dreieck sei die Hypothenuse = h 

die beiden Katheten =^ a und b 

die denselben gegenüberliegenden Z. = a und ß 

1) Gegeben: die Hypothenuse a mid die jL a und ß, so ist: 

a = c [1— J y +270^ ""2. 3:4. 5. 6 W "^'•••J 

2) Gegeben: die Ilypolbenuse h und eine Kathete a, so Ist: 

Setzt man in beiden Reihen slatt a die Kafhele b, so werden die Ausdrücke 
für ß und a erhalten. 

3) Gegeben: eine Kathete a und die Z. a und ]3, so ist: 

* = • [•+i©+ÄC-)V-l(|)V^©+....] 

*==* L«~^'W~45W~i)45W"'4725V/ + -''"J 



— i33 — 
4) Gegeben: beide Kathelen a und b, so ist: 

• = — ''&-sCJ+*C-)-^Cr)'+*©'--] 

(Dieselben Fonneln geben den Z. ß, wenn man b mit a, und a mit b, in beiden 
verwechselt.) 

*=»+'>[*e-)+.-^.©v^a)+rii:,©'H--] «^•' 

b) Reihen für schiefwinkliche Dreiecke überhaupt. . 

In einem Dreiecke sind die drei Seiten = a, b und c 

die denselben gegenüberliegenden Z. ■ = ex, j3 und y 

1) Gegeben : eine Seiie a mid die Winkel des Dreiecks, so ist : 
|tt 2.3 Vt/"^2.3.4.5Vy ""••• • 

« i_ /<f Y I 1 z'« V_ 

_/.» 2.3V/T2.3.4.5W "*■- 



5 =: 



oder 



6 = 



- ^ , /^ oo"— p v , 1 ^ w—ß \* 1 / ao^—p Y, - 

^^^V~7 /'T'2T3:4\ ft /-2.3.4.5.6V |.t > "*" 

^ ^ QQo—u y , 1 ^ 90°— g y __J__ /so»— a\« , 

_*""*A t* J'^TJÄK (* /""2.3.4.5.6V f* ;■*"••••_ 



Beide Fonneln geben Werthe für die dritte Seile c, sobald man stalt ß den 
^ y ra die Reiben setzt. 

2) Gegeben: zwei Seiten a und b, und ein gegenüberliegender Z. ß, so ist: 

a r/3 b» — a Vi3 V , (b* — a»)« — 8a» (b' — a») //3 y 1 

" ~ b '^ U — "OF V/ "^ 2.3.4.5b* W"'"*-J 

_ b-j-a r/a\ 3b'4-4ab4-a» /ay , 30a'b* — 16a»b4-a*-^15b« /«y__ "] 
''~^T"LV/ 2.3i;5 V/"^ 2.3.4.5a* W -""J 
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oder 



b — a r/a N , 3b'— 4ab4-aV « \» 15b«-|-16a»b — 30a'b* — a* fu \« l 

3) Gegeben: zwei Seilen a und b, und der eingeschlossene'^ y, so ist: 

/ I ux r. ab /180«— yV Sa'b'+abCa+b)» /ISO»— yN« 1 

c = (a+b) . H -2 (a+b)« -A^ ;"~ 2.3.4{a+b)* '\—r~)~""i 

(Die erste dieser Reihen gilt, wenn y kleiner als 90", die zweite, wenn y gröfser 
als 90° ist.) 

/a-bYrv_J_.y. ^./'yV 1 . . 

*Vi+¥/ Ly 2.3/t"'8.45V;jr/ ••■■J'T" - 

' +^Vr:fb/ L'7 ""2r3]ü~" 8745 W ""••••]"" "• *• "*'"• 

oder 

„ _ qn« i^4.„ nid r?2!ziiz 2(«'+b^) / 9o°-|y Y ,• . 

« = 90»-$y + M.jq:bL— ^;j 3(a4-b)»-V /t J + 

, , llJaM-b»)-f4a»b« ./90»— |yV "1 

"^ 3.5(a+b)* A 7^ /"■"••]. 
(Es ist vorausgesetzt, dals a ^ b sei^ findet iset umgekehrte Fall stiÜt, so muf^ 
' überall b statt a gesetzt werden.) 

4) Gegeben: die drei Seiten a, b und c; so ist: 

r< . /^ 9«+b«— c» v , i /ay-b'— c»v . , 

y^L^-H ^ 2ab J+OTll 2ab J^ 
' 1 / a«+b'-c» Y 1 

""2. 3.4.5.6V 2ab y"'"""J 
Die Fonneln für a und ß sind der gegebenen Reihe gleicli, sobald in derselben 



für a der Factor — -^-sr 

2bc 

a^+c"— b» 



2bc ■""'^ 



für ß der Factor 



2ac 



3l^ I ' b^ c^ 

statt des Factors — '[^ , — in die Formel eingeführt worden ist. 
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E) Zusammenstellung sämmtlicher analytischer Ausdrücke für 

die sechs Theile eines Dreiecks« v 



a) Wcrlhe (ur di0 Seite a. 



Ausgedrückt durch: 
1. c, Sin(Xf sin y; 



a 



2. b, sin a, sin ß\ - =: 

3. c, sin ß, coy ft co^ ot; • = 



c . sin a 
sin y 

b • sifk OL 
sin 3 



4. b, ^m y, ro^ y, «>/ a; 

5. c, .ym p, cos ß, cof y ; 
•6. b, sinyy cosy^ cotß; 

7. b, c, co^a; 

8. b, c, sinß, cos ß; 

9. b, c, sin y, cosy; 



cos ß -j- w/ ß . cot <x 
h 



cos y -j- sin y • cot u 

- = c . co.y i3 -|- c . sin ß . coif y. 

- = b . cos y -|- b . ^m y . cot ß 

. = l/(c'+b*— 2c . b . co^ «) 



- = c . co^ ß + l/(h^ — c^ . sin"" li) 
. = b ,cosy+\/(Q^ — b^.w/^y) 

b) Werihe für die Seile b. 



Ausgedrückt durch: 

10. aj sin a, sinß; 

11. c, sinß, siny'y 



b — 



a . sin 3 



^ sin « 

c . sin ß 

"" sin y 



12. a, *//* y, coj y, co/ ß ; - = 

13. c, sin a, co^ a, co/ ß; - = 



CO.J y 4* *w y . c'o^ ß 
c 



14. a, siny, cos y, cota; 

15. c, sin (X, cos a, cot y ; 

46. a, c, cosß; 

17. a, c, sin y,, cos y; 

IS. a, c, sina, cos a; 



cos « -^ sin « . Ä?/ ß 
. = a • cos y -^ a . sin y . cot a 

- = fc • CO* « -f- c - *Mi a . co^ y 

- = l/(c* + a* — 2c .a.cosß) 



-> = a . cos y + V^ic* — a^.sin^y) 
. = c.co*a + ^(a*— -c'i^i«*«) 



Aussedrückt durch: 
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. c) Werthe fiir die Seite c. 



'o 



h .siny 
19. b, sm p, sm y\ c = . ^ 



20. a^ sina^ siny. 



sinß 
^^^ BL.siny 
"" sin (X 

b- 

21. h,Sina,casa,coty', ' = cosa + sina.coty 

22. a, ^mft co^P, cory; ' = eo^ß + ,.^ß.cofy 

23. b, sin a, cos a, cot ß; •- = b . eo^ a^- b . sin a.cofß 

24. a, sin ß, cos ß.'cot a; - = a . co^ ß + a . sin ß.cota 

25. a, b, cosy; - = |/(a^+b^~ 2ab.cQ^y) 

26. a, b, sina, cosa; - = b.co5a + l/(a'^— b*..9iV«) 

27. a, b, sin ß, cos ß; - = a . co^ p + l/(b*— a^^/V/'^ii) 

d) Werlhe für die Funktionen des Winkels a. 

aa) ift'm/^ von a. 

Ausgedrückt durch: 

a . sin ß 

28. a, b, smß; sma = — g — 

■ 

a . WZ y 

29. a, c, 5iwy; - = — ^ — 

30. w*p, «i»y; - =?= ^//^Cö+y) 

31. J/»P, cosßy siny, cosy; - = siny .cosß-\rCOsy .sinß 

a . ^1 // p 

32. a,c,«»ftco.ß; - = p^p===== 

a • ^wy 

33. a,b,.«y,«>*y; ' = K( a»+b--2abT^ 

34; a, b, c; .=.]/l^ (- "^2br'7 

.«'« ß (c . CO* 8 + l/b'2 — c* . ««" |i) 

35. b, c */»ß, eojp; - = ^ -^=f- ~ 

siu y (b . cos y + |/c' — b* . sin* y) 

36. b, c, am y, cosy; - = =- 
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bb) Cosinus von ex. 



Ausgedrückt durch: 



37. a, b, smßi cosa^ ^ssJL^ — ^ Li 

38. a, c, smyi - = ^-^^-^ — ~ ^ 

39. co^ß, cosy; - = — ^o^(P+y) 

40. sin ß, cos ß, sin y, C05 y ; - :=z sinß. sin y^ cos ß.cosy 

c— a.co^ß 

41. a, c, cos ß; - . =- 



42, a, b, €0^y; 



43. a, b, c; 



VCc^+a'^—Sacco^ß) 
b—a. cojy 

~ |/(a*+b''— -Sab, cojy) 
_ c»+b*— a^ 
~ 2bc 



c . sin^ ß-^-cosß l/(b* — c* . sin^ß) 
44. b, c, smß, cosß; - = g 



45. b, c, siny, cos y^ 



b . sin^y'^cosy}/^(c^ — b*. sirFy) 



cc) Tangente von a. 



Ausgedrückt durch: 



S i.sinß 

46. a, b, sinß; Janga = jp^===^= 

a . sin ß 

il. .,c, sinß, sin y, - « ^P====== 

4S. tangß,tangy; - = — «tffjg'(p-|'y) 

i^. tangß,tangy; ' "^ tangß . lang y -^ i 

a.sin ß 

50. a, c, sinß, cos ß; • = c — a.cosß 

a . w'ra y 

51. a, b, siny, cosy, ■ = bUnTTeöTy 



52. a,b, c; - = ±K (?+bfci?)"'* 

S 



I. 
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53. h,t, smß,posß,cotß', tang a = ^ll£2ll±l^^^^^=^ 

c . sin [i + cotß (/(b«— c* . sin^ ß) 

£..£ ■ . ' b . COS. y + l/(c* — b' . «V y) 

54. b, c, sm y, cos y, cot y; - £=: jr J^ y^ v u o /# ^; 

b.^m74-co/y|/(c^ — b^.v/«*y) 

e) Werthc für die Funktionen, des Winkels ß. 

'^ aa) Sinns von ß. 

Ausgedriidct durch: 

RR k -* «-^ ' • r» b . sin y 
DO. D, c, smy; smß = ^ 

c 

R/: « u «• b . ^/72 « 
OD. a, D, ^m a ; . = 

a 

57. sin OL, sin y; . = sin («-f-y) 

58. *w a, co^ a, «/i y, cos y; - = ^//i y . cos u -j- co^ y . äV/ « 

5Ö. a, b, s$nyy cosy-y - = ■ ^ - . 

}/(a^ + b^ — 2ab . cos y) 

AA k ^ -• b". .^/// « 

oü. b, c, sm a, co^oe* - = ---=====----— —---2===- 

l/(c2 + b^ — 2bc . cos a) 

oz. a, c, ,^112 y, cosy; - = 1 ^.^ ^ ,j- k ^ ^ .»»1, yj 

c 

AI « ^ «• JW a (c . cos (X + 1/a* — c^.sin^u) 
Ot>, a, c, ^wa, cosa; - = ^ .j_ k « ^ >jw ^^^ 

bb) Cosinus Ton p. 
Ausgedrückt durch: 

64. h,c siny; ««p = ±l:^SEE5!i 

.0 

a 

66. cosc^ cosy; . sr -i.co^(<Q(-^^) ^ 

67. jf/i a, CO* a, sin y^ cosy; - = sin a .siny — co* a.casy 

68. a, b, co^yj . « 'ry=4^^Ä^=" 

l/(a«-|:.b^_2ab.cajy) 
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e — h.cosa 
' l/(c* 4- b^ — 2bc . C06 a) 



'0. a, b, c; 



71. a, c, sin y, C05 y; 



72. a, C, Ana, cosa; 



_ c^+a^— b« 
' ~ , 2bc 

a . siri^y + casy\^{c^ — a!^.sin^y) 

' *~ c 

c . sin'^ a ip cos CA }/(a' — c^ . sin^ «) 

a 

cc) Tangente von ß. 
b . sin y 



Ausgedrückt durch: 

73. b, c,*wy; to^g'ß == ^^p^^^-—-— 

b . ^?ra g 

74. a. b- sina\ i i yr-r i o * ^r 

75. tanga^ tangy, - = — ^^'^gC^+y) 

76. tang <x, tang v, ' =^ tanga.tangy-l 

b. i^my 

77. a, b, «/ly, cosy; - = ^„b.^ro^y 

b . sin a 

7S. b, c, sin «, co^ a; - — c— b.«wa 

'9- a, b, c; - = ±K (^S:Zf)~* 

a . go^ y + T/(c^ — ^^' ^m^y) 

80. a, c, siny, cosy, coty; - =s -,- . ly/^a «« «va^Ä 

c . c oj « + T/(a^— C sih^of) 

81. a, c,5m«, ro.«,cofa; - = ^,^.^,q:^^« |/(a._c^./Va) 

f) Werthe für die Funktionen des Winkels y. 

aa) Sijms von y. 
Ausgedrückt durch: 

c.sina 
81 a, c, *//ia; siny ^ — ^ 

c.sinß 
83. b, c, ä'/^P; .- = — 5 

S 2 
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St. sin a, sin ß; siny sa sin (a+ß) 

85. sina, cosoysinß^cosß; - ^^ sinß.cosa-j-cosß.sina 

86. b, c, sina, cosai . = ^'^''^'^ 



87. a, c, sinOf cos ß; 



]/(c« 4-b» — 2bc . cos a> 
Cmsinjot 



. • 1/ (c* + a» — 2ac . co* ß) 

89. », h, sin a, cos a; - smccO>.cosa±V»--^h\sin?a) 

a 

90. »,h,smß,cosß; - 'y^P(«-«>^P±|/b*^a*.«>»»[3> 

b 

\ 

bb) Cosinus von y. 
Ausgedrückt durch: 

91. a, C, ^i>.a; c^ y = ilSlEslI^S 

a 

92. h,c,sinß'; _±V(b^^c-.s,n'ß) 

b 

93. cosaj cosß; - = -^cos(a^ß) 

94. 51» a, co^a, w»ß, cosß; . - =: sina.smß — cosa.cosß 

oR. k ^ ^^-. b—c. co^a 

N TO. Dy C, CO^ a; - s= 



l/(c»4-b*— 2bc.coja) 
96. a, c,a>/ß; _ a>^c.co^ß 



l/(c*+ a' — 2ac . coj ß) 

97. a, b, c; . = — L-_ 

T . 2ab 

Uft o li *;»« ^^^o.. »_ b . sin^ aJflcosa ^/(a« — b'*. sin*a) 

ifo. a^ D, ^vi oij cos aj; • = t r \ f 



» 



99, a,b,«»ft«,.ß; . ^ a.^'p-^co^pl/(b»~a'..i»»p> 

b 
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cc) Tangente von y. 
" Ausgedrückt durch: 



c . Sina 



100. a, c, «na: tnrtTjr — 

^ ±V(a»— c*.«Va) - 

101. h^ Cy smßi . sas ^ 

102. tangoLy tangß\ ,. = ..— /a;ig-(a-}-/3) 

103. tanga,tangß; . = Jf2£fL±if^ 

^ ® ' tanga.tangß^i 

104. o, c, sm a, co^ a; • = r- 

D— c.ro^a 

• csinß 

a — c.cOiyi3 

106. a. b, c; - = ± j/(^;^Q^^ 

a, b, ^«la, co^a, cof a; - = ; — -j y .■ 

b . sin a -|- cot a |/^(a*— b\ sin^of) 



105. a, Cy sinßf cos ß'. 



107. 



a . 511» p + CO/ p p^(b* — a*. 5m* 






F) Formeln für die Verändernngen in ein^m ebenen Dreiecke, wenn 
einzelne Seiten oder Winkel in demselben s^ck verändern. 

a) Zwei Theile des Dreiecks werden als constanf angesehen. 

Wenn in einem ebenen Dreiecke zwei Theile, Seiten oder Winkel, als un- 
veränderlich anzusehen sind, so wird der Einflufs, weleheh eine sehr kleine Verän- 
derung einesr drillen Theiles auf die übrigen Seiten oder Winkel ausübt, durch fol- . 
gende Annäherungsformeln dargestellL , ' , 

Die unendlich kleinen Veränderungen (Differentiale) der Seiten oder Winkel 
sind dabei durdi da, 3ce u. s. w. ausgedrückt; letztere müssen bei der wirklichen 
Berechnung stets zuvor durch die bekannten Alittel in Kreisbogen für den Radius 
=:: 1 verwandelt werden» 

aa) Erster FaH.. 

Ein^ S^ite » - • ' } « , 

1. 1 ^«7. 1 « c werden als constanC angenommen, 
em anliegender Wmkel ß ) ^ / 
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1) Wenn die, dem constanlen Winkel gegenüberliegende Seite b, sidi verän- 
dert um 3b, so wird: 

1 
3c =s db • ssz^h .seca 

cosa 

D 

3y = 3b.— ^ 

2) Wenn* die, dem constanten Winkel anliegende Seile c, »ich veränJcrl um 
3c, so wird: 

36 = 3c • cos a 

sin a ' 



3a 3= 3c, 



dy = 3c 



b 

sin a 



3) Wenn der, der constanten Seite gegenüberliegende Winkel a, sieb verän- 
dert um 3», so wird: 

36 s= 3« • = 3« • b CO/ a 

fang OL 

^ ^ b ^ , , 

ac = 3«* -: — =: 3« . b cosec a 
. sm(x 

dy = ^3« 

4) Wenn der, der constanten Seite anliegende ^Yinkel y, sich verändert um 
dy, so wird: 

b 

aJ =5 3y.- == 3y.bco/a 

'^ lang OL 

3c = 3y . -: — = 3y . b cosec a 
smoL ' 

3a.s= — ay • 

' hh) Zweiter Fall. 

Eine Seite a / 1 1 

j »i. !• j ^«-^ 1 1 \ werden als constaut angenommen. 

der gegenuberhegende Winkel a ) , ° 

1) Wenn eine, dem constanten Winkel anliegende Seite b, sidh um db ver- 
ändert, so ist: 
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3^ =s 3b . - — 2 z= d^.cosy. sec ß 

d? = 3b.- = 3b. b CO/ i? 

3;; = 3b . = 3b . b ro/ p 

tang^ ^ 

2) Wenn die andere, dem constanten Winkel anliegende Seite c, sich um 3c 
veränderl, so ist: . 

36 2=: 3c . — - =s 3c . cos 3 . scc y 

COSy ^ r r 

C 

3? = 9^ • ^ '^ = ac . c CO/ y 

^v = 3c • = 3c . c cot y 

tafigy ^ 

3) Wenn einer, der an der consUmteo Seite anliegenden Winkel j^^ sich um 
d,3 verändert, so wird: 

gi = 3;^.;^ z= 3,3.bco/i3 

tang ^ 

3c = 3i3 . -—S— z=z ^^.ccofy 
iang^y 

ay = — 3i5 

4) Wenn der andere, an der constanten Seile anliegende Winkel y^ sicli um 
B;^ verändert, so wird: 

h ' . 

3Ä :;=! 3y . = 3y . b cot j^ 

tätigt 

3c = 3y'T = 3y-bco/y 

^ tangy * ' . 

3,3 = — 3y • 

cc) Driaer Fall. 

Die Seife a / j r v * 

A. r, . 1 r werden als constant angenommen». 

me Seite b ) 

1) Wenn steh, die drUjie Seite e um 3c verändert, so wirdr 

^ cot^ 

3a = 3c . i- 



3i3 « ac . 



— 144 

cot OL 



c 

1 COS^COL 

^ 9y = ac . r— ; = 3C . r — 

^ bsma b 

2) Wenn sich ein Winkel a, welcher einer der constanten Seiten gegenüber- 
liegt, verändert um 9«, so wird: 

93 = 3a . -5[^J1 = "^a.cota. tang 3 
'^ , fang- a -ö r . 

c ^ csecß 
9y = 9a • = aa . ^ 

3) Wenn sich der Winkel ß, welcher der anderen constanten Seite gegen- 
überliegt, um 9^3 verändert, so vdrd: 

dc = d?.^~=^dß'Otang<^ 

tanff a 
3« = 3|5-^^^ = 3ß • 'ö/»ga . co/p 

9y = 9ß . r = 9P . 

^ ^ bcosa *^ b 

4) Wenn sich der Winkel 7, welcher keiner der con9tanten Seiten gegen- 
überliegt, nm dy verändert, so wird: 

3c = 97 . :— r = dy • r — : 

tiCOSß 

da s: dy- ~ 

c 

aß s 9y. — . 

b) Es virird nur ein Theil des Dreiecks als con^tant angesehen.. 

In diesem Falle ist es nothwendig, die Veränderungen zweier Theile des 
Dreiecks zu kennen, um die aller anderen Theile daraus bestinnnen zu können. 

Der constante Theil des Dreiecks werde, ohne Rücksicht darauf^' 4>b Seile 
oder Winkel, bezeichnet durch A. 

Der erste der gegebenen veränderlidien Theile, «ei bezeichnet durch B. 

Der zweite der veränderlichen, durch C. 
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Man belrachio zuerst «uTser A auch B als oiMMtant, und suche durch die vor- 
stehenden Formeln den EinfluTs, welchen die VeicäQ^l^rang von C auf irgend einon 
der übrigen Theile des Dreiecks hat 

Man betrachte femer aufser A nunmehr auch C als constant, und suche den 
Einflufs, welchen die Veränderung von B auf jenen Theil des Dreiecks ausübt. 

Die Summe oder Differenz dieser beiden Resultate ist der Einflufs, welchen 
beide Veränderungen von B und C zusammen, für den in Fruge stehenden Theil des 
Dreiecks geben« 

Eine nähere Betrachtung an der Figur zeigt dabei, ob diese Resultate beide 
vermehrend oder beide vermindernd, oder auch entgegengesetzt auf die gesuchte Ver- 
änderung wirken^ / 

c) Es wird kein Theil des Dreiecks als constant, sondern alle als 

veränderlich angesehen. x 

Es ist dann nothwendig, drei Veränderungen im Dreiecke zu kennen, um 
die der übrigen Theile zu erfahren. 

Der erste der gegfsbenen veränderlichen Theile sei bezeichnet durch A, der 
zweite durch B, der dritte durch C. 

Man betrachte zuerst A und B als constant, und suche den EinfluCs der Ver- 
änderung von C auf irgend einen der übrigen Theile des Dreiecks. 

^ Mao betradbte A und C als^ constant, und suche den Einflufs von B auf den- 
selben Theil. 

Man betrachte B und C als constant, und suche den Einflufs von A. ' 

Diese drei Resultate, additiv oder subtractiv gehörig verbunden, stellen die 
gesammte Veränderung des Theiles im Dreiecke dar. 

Zusätze. 



1) Wenn in einem rechtwinklichen Dreiecke der Unterschied zwischen der 
Hypoihenuse h und der gröfseren Kathete a nur sehr gering ist, so kann derselbe 
ausgedrückt werden, durch die Hälfte des Quadrats der kleineren Kathete, 'dividirt 
dorch die Hypothenuse: 






I. 
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2) Bei einem sehr kleinMk Bogen, iit der Simu versus, uls gleich der Hälfte 
des Quadrats dieses Bogens ansunehmen : 

sinvers^ = I9* 

3) Bei einem sehr kleinen Bogen, ist der Ueberscbuls der Secante ikber den 
Radius, gleich der Hälfte des Quadrats desselben Bogen«: 

1 — sec^ = 4^9* 

Man kann denmach diesen Ueberschufs, als gleich dem Sinus versus des Bo- 
gens annehmen. 



/ 
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n. Formeln für sphärische Dreiecke. 



A) Auflösung der rechtwinkUchen «pbariseheB Dreiecke. 

In einem rechtwinkUchen sphariscbte Dreiecke sei: 

die Hypofhenuse ss h 

die beiden Katheten = a und b * 

£e denselben gegenttberstdiendeB Widiel ss a und ß 

so dafs Z. a der Kathete a, und Z. ß der Kathete b gegenüber steht. 

Man bezeichne ferner den Begriff des Gleichartigen bei Seiten und Winkeln 
mitgichtg; den Begriff des Ungleichartigen mit ungicbtg; so dafs a glehtg b 
bedeutet, dals, wenn a gröfser als 90^, auch b grft&er als 90^ ist, und umgekehrt. 
Und. eben so bedeutet fi unglchtg a, dals, wenn h gröfser als 90^, dagegen a kleiner 
als 90» sei. 



T 2 
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Gegeben: 


Geftucbt: 


Formel : 


a).die Hypothenuse (b) 


die andere Kathete b 


^ - cos\ 

1. coj6 = 

cos a 


eine Kalhete (a) 


der gegenüberliegende Z. a 

« 


a . sin a 
2. .y#« OL = -T— r 

J/7I n 




der anliegende Z. p 


3. cosß = tanga, cot\i 


b) die Hypothenuse (h) 


die gegenüberliegende Ka- 




^ ^ ^ V 


thete a 


4. «na = «'nh «i/ta 


em Z. (a) 


die anliegende Kathete b 


5. tang^h = ^^tr^ h cos a 


\ 


der andere Z. ß 


6. CO/ p c= ro^ h /ono^ a 


c) eine Katbete (a) 


die Hypothenuse h 


?• CO/ Ä :ss cot a cosß 


der anliegende Z. (ß) 


die andere. Kathete b 

der gegenüberliegende Z. a 


8* iangb = tangß sin^ 
9. co^a =: cof a A7nj3 


1 
d) eine Katbete (a) 


• 
die Hypothenuse h 

1 


• 

10. smh = -: — 

Sina 


der gegenüberlie- 


die andere Kathete b 


11. sinb ^=i tang% cota 


gende Z. (a) 


der anliegende ^ ß 


4A • « ©0^06 

12. sinß ^=1 

co^a 


e) beide Katheten 


• 

die Hypothoiase h 


13. cos h = cos a eo<r b 


(a und b) 


der Winkel a 


14. cot a — cot a sin h 




^ 


der Winkel ß 


15. cotß sEs co/b «na 


f) beide Winkel 


die Hypotbcnose h 


16. cos h s=i cota coiß 


(a und ß) 


• 

die Kathete a 

\ 


Am cosa 
17. co^ CS -7— r 


« 


die Kathete, b 


4Q jL cosß 

18. C05 £ B -r-^ 

«na 



— 



— 149 



Der gesuchf e Z. oder Seite 
bt grolser als 90«, wenn 


Der gesuchte Z. oder Seite 
ist kleiner als 90«, wenn 


h ungichtg a 

a>90« 

h ungichtg a 




h glchtg a 

a < 90« 
h glditg a 


1 

a > 90« ~ 
h ungichtg a 
h ungichtg a 


a< 90« 
h glchlg a 
h glchlg a 


ß >.90« 

a ungichtg "ß 

a >90« 


ß < 90» 
a gldiCg p 
'a < 90» 


Aus den gegebenen bei« 
ausgemittelt werden, ob die 
12. gefundenen Stücke, groCs 


len Elementen kann hier nIcJit 
)f durch die Formeln 10. 11. 
ler oder kleiner als 90« sind. 


a ouglchlg b 
a > 90» 
b>90<» 


- 


a ^chtg b 
a < 90« 
b<90« 


a imglGhtg ß 
«>90«» 

ß > 90«» 


• 


a glchlg p 
a < 90» 

ß < 90» 
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Zusatz. 

Wenn die durch vontefaehde Fonneln zu bestimmenden iw>WM*iitft Theüe 
eines Dreiecks als Sinus oder Cosinus von Bogen, die nahe an oder 90^ li^en, 
eiseheinen, so giebt der Gebrauch dieser Formehi bei gewohnlidien trigonometnsdieo 
Tafehi keine Sicherheit für die Resultate. 

Es ist dann nothwendig, die gesuchten Theüe des Dreiecks durch Ausdrücke 
zu bestimmen, in welchen diese als Tangente» oder Cotangenten wrkommcn, wozu 
folgende Formehi dienen : 



Gegeben : 
h, a 



b, a 



a, p 



a« a 



., b 



«, p 



Gesacht: 
b 



a 
b 



b 



h 

a 

ß 



a 
b 



Fonnel: 
1. tat^\b = X/tang \ 0»—«) • '««§• | (h-f-a) 



IJ 



^i/i(h-j-a) 



A. sina = |co^(h— a) — |co^(h+a) fciehc Aamerknnj Z) 

5. timg b ac tang h . cos a 

6. cot ß = cos h • fang a 



7. cot h = cof a • cot ß 

8. fang- b = fang- ß . cos a 

9. COSß ^ ^ sin (a+a) ± I ^W («— «) («elie Anmwk. ^und^O 






12. tang (450+lP) = j/p^H^^ 



««Bffi(«— •) 



13. cojA = I CO« (a-}*b)-j-|- CO« (a~-b) 

14. cot a = CO/ a . sin h 

15. co£ ß = cot b . «in a 



16. tang \h = l/II^E+l (««he AoMTkuni 4.) 



17. ton^ a = <an^ h . cos ß 

18. tOR^ 6 s= t<zR^ h . Co* a 



\ 
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Anmerkungen. 1) In Fomel Z wixd für die Tangente das Zeichen + ode^ — nach der Regel 
angenrnnmen» dafs der ni findende Z. <> gleichanig mit der Seite a sein mu&. 

2) Die Formeln 4. 9. 13. sind durch die natürlichen Füi^tionen der Winkel zu berechnen. 

3} In Formel 9. gilt das Zeichen + wenn a gröiser als a ist, an umgekehrten Falle gilt 
das Zeichen '-. 

4) In Formel 16. ist die Gröfite unter dem Wurzelzeichen stets positir« weil ot + P jeder- 
zeit grofser als 90^ itif. 

B) Auflösung der schiefwinklichen sphärischen Dreiecke überhaupt. 

In einem schiefwinklichen sphärischen Dreiecke heifsen ^ 

die drei Seiten a, b und c 

die drei Winkel, 80 trie sie den gleichnamigen Seiten 



gegenüberstehen 



ay ß und y 



Gegeben: 

a) die drei Sei- 
ten (a, b und c) 



b) zwei Seiten 
(b und c) 
und der ein- 
geschlossene 



(besucht : 

ein Z. a 

(der Seite a 
gegenüber- 
liegend) 



die dritte 
Seite a 



1. eosa 



Formel: 

cos a — cos b ..cos c 
sin h . 5111 c 
oder 



2. ,«i«=l/pllE^?:5SSE^ 

^ ^ \ «/ID. Srn c /v 



oder 



3. cos^ 



^_]/7 wg|(a+b+c).jm|(b+c^a) \ 
'^^ \ sin h\ sine J 



oder 



L COSa ssi -r-r ^ — -—^ 

sm D • sm c . cos <p 

wo der Hülfswinkel 9 so angenommen ist, dafs 

cos b . cos c 
tang^ = - 



Sinti 



5. cos a = cos h . cos c -f* ^ b • sin c . cos a 

oder 

6. ro/|a =s ^^ . 1/0 i\ ' ^*«' 

sm^iß-f-a) 

n co5C,jm(b+y) , 

7. COS U = . 

sin (p 
wo der Hülfswinkel 9 so angenommen ist, dafs 
cot 9 = /<i;zg' c • cos a 
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der jL ß 

(der Seite b 
gegenüber- 
liegend) 



8, cotß = 



sin c . cot h — cos a > cos c 
sin a 



e) zwei Seiten 
(b und c) 
und ein ge- 
genüberlie- 
gender Z. y 



die dritte^ 
Seite a 



Q /.,»«. P + y >_ cot ja. cos ^(h—c) 

^^««^-r"= sin ^{h-^c) 

wo dann 



oder 



und 



»" — 2 ^ 2 



oder 



4i\ ^ ^ tanffa.cosqt 

wo der HüICswinkel q> so angenommen ist, dals 
V cot cp = tang h . coj a 



der einge- 
schlossene 
Z. a 



der Z. /3 

(der Seile b 
gegenüber- 
liegend) 



11. /fl/lg a g = . /i . — r 

^ * siny .stn (b-j-c) 

oder 



12. «n (a-j-9) 



jCOS C . 51/J (p 

co<jb 



wo der HüICswinkel 9 so angenommen ist, dali 
cot 9 = co^ ^ . tang h 



40 X 1 cosy.sinc+\^{sm^c — sm^y.sw^b) 

10. temfc-^ass , . /» ■ — > 

^ * ^iwy,Äi»(b+c) 

oder 

14. siii (a-j-9) = ^^^ b . cot c.sintp 

wo der Hülfswinkel <p so angenonmien ist, da(s 

timgip s= tangy.cosh 



15. ^//»p = 



sinh-,siny 



sm c 



Um zu erkennen, ob der Z. ß grofser oder klei- 
ner als 90^, gilt folgendes: 

ß < 90*»; wenn y < 90^ und b < c 

ß < 90«'; wenn y > 90^ und b < 90« und c < (ISO''— b) 

ß > 90<>; wenn y > 90° und b > c 

ß>90^ wenn y < 90° und b > 90« und c > (180»-b) 
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d) die drei %Yin- 
kel (a, ft y) 



e) zwei Winkel 
{ß und y) . 
und die zwi- 
schenliegende 
Seile (a) 



die Seite a 
(dem jL, a ge- 
genüberlie- 
gend) 



In allen übrigen» nicbt in obigen vier» begriffe- 
nen Fällen, bleibt es nnbestiminbar, ob 'der gefun- 
dene sin j3 2u einem Z. gehöre, der gröfser oder 
Heiner als 90^ ist. 



oder 



der drille Z. a 



. - cos a 4- cos 3 . cos y 

16. cos a = r^-T — ^1 ^ 

sm p . sm y 

17. ««I« =l/(^i^^IS2^^ 

* '^ \ sm^ *siny / . 



oder 



«+P+r)-«>^l(i3-h^< 



oder 

^n;» ß • jrm ^ . sm 9 
wo der Hülfswinkel 9 so ajjgenommen ist, dafs 



cos 3 . c<w y 

co/q> = ^ ^ 

smoL 



die Seile b 
(dem Z. ß ge- 
genüberlie- 
gend) 



20. cos a = cos Si .sinß . siny*^ cos ß . cos y oder 

co^9 
wo der Hülfswinkel 9 so angenommen ist, daCs 
tong 9 = cos a . tang ß 



r^ .» CQtß .siny-it-cosA .cosy • 
22. cot =^ — i- ^-P ^ oder 



^m a 



^ Ä»(y-f-9) 

WO der Hülfswinkel 9 so. angenommen ist, dafs 
tang 9 = cos a . ttmg ß oder 

24. #ö/igr-2^- %o.|(p+y) 

'""^^^ 2 \^mi(ß+y) 

wo dann 



und 



b+c , b— c 

"75 I cT" 



1. 



ü 
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f) zwei Winkel 
(ß und y) und 
eine gegen- ' 
fiberliegende 
Seite (b) 




der dritte ^ a 



die Seite c 
(dem Z. y 
gegenüber- 
liegend) 



25 tmw ' g — ^*^^ ' go^b+|/(.CTV fi—siri'y. .sin^b] 
^"^ sinh.^iniy — p) 

oder 
26. sin (a — cp) =zcotß, tang y . äVj 9 

wo der HülGswinkel 9 so angenommen ist^ dafs 
jf öng" cp = cos y . tang ß 



27- /flfy I ^_ ffl^b.wiy+V^(.yi/g»^— .ttVy.^iVb) 
^ * CO* ii — COS y 

oder 

^28u Sin («— cp) = r^ 

^ ^^ ,cosy 

wo der HülCswinkel cp so angekommen ist, dafs 

CO/ cp s= CO* b • tang y 



cux ' smy.stnh 

29. *i/i c = . ' ,, — 

sinß 

Um zu erkennen, ob die S^it^ c grö&er oder 
kleiner als 90^ sein mufs, gilt folgendes: 
c<90°; wennb<90^und/3>y 
c< 90«; wenn b >90« und (3 < (180«—;.) und y <90^ 
c>90«; wenn b>90« und ß<y 
c > 90«; wenn b < 90« und ;3 > (180«— y) und y > 90* 

In allen niebt hierin begriflfenen Fällen ist nicht 
zu bestimmen, ob die gefundene Seite c ein Bogen 
von mehr oder weniger als 90« sei. 



C) Zusammenstellung s^ämmtlicher analytischer Ausdrücke für 
die sechs Theile eines sphärischen Dreiecks. 

a) Allgemeine Gleichungen. 

aa) Relation zwischen zwei Winkeln und den beiden ihnen gegenüber- 
stehenden Seiten. 

1. sin a .. sin ß = sin h . sina 
2* sin. a • sin y ^= sin c . sin a 
3. sin h • sin y ss sin c • sin ß 
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bbi) Rektion zwischen drei Seiten und einem Winkel. 

4. cos a = cos b . cos e -f^ m b . sin c • cos a ] 

5. cos b = cos a . ßos c -|- ^'/s a . smc. dos ß 

6. €Y>^ c = cos a • co^ b -^ ^V» a • ^V» b • cos y 

cc) Relation zwischen drei Winkeb und einer Seite. 

7. coj a = — co^ p * coj y -|- 5m /3 . sin y . cof a 

8. CO* ß = — CO* a • CO* y -j- sin a • *ii» y . cos b 
^ 9. cos y = — CO* a . cos ß -^ *j/i a . sin ß . CO* c 



dd) Relation zwischen drei Seiten und zwei Winkeln. 

10. sin a . cos ß = cos h . sin c «- sin b . cos c . co* a 

11. sin a • CO* y = co* c •■*in b — - sm c • cos h . co* a 

12. sin b . CO* a = co* a , sin c -; — *i7i a . cos c . cos ß 

13. *m b • cos y = co* c . sin a — sin c • co* a . cos ß 

14. *i/i c . cos a z=z cos a . sin b — sin a • co*b . cos y 

15. *i/i c . cos ß = CO* b . *//z a • — sin b . co* a • cos y 



ee) Relation zwischen zwei Winkeln und zwei Seiten, wovon eine anliegend, 

die andere gegenüberliegend. 



16. sin a • sin^ . cot a 

17. sin Si. siny. cot a 

18. sin b . *T7} a . co^ ß 

19. sin h.siny, cot ß 

20. ^n c.sina , cot y 

21. sinc.sinß .coty 

22. sina.sinh .cota 

23. *m a . *iV» c . cot a 

24. *!/} p • sin a . co/ h 

25. sin ß. sine, cot b 

26. *ii» y • *ma • CQf c 

27. siny.sinh.cotc 



cos a . */ii c 
CO* a • *i/i b 
cos h • *m c 
cos h • *m a 
cos c . *m b 
cos c . *m a 
cos a . *m y 
cosa.sinß 
cos ß . *m y 
CO* p . *m a 
cos y .sinß 
cos y • sin et • 



- cos ß • *i7z a . cos c 

- CO* y • *ii» a • cos b 

- CO* a . sin b • co* c 
•co*y •*i/ib. CO* a 
• CO* a . sin c • co* b 
' cos ß • sin c • cos a 
> CO* b • *m a « co* y 
' cos c.sina. cos ß 
' cos a . sin ß . cos y 
' cos-e • sin ß • CO* a 
» CO* a . sin y • cos p 
eosh .siny.cosa 

Ü2 
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b) Formeln für den logariüimischen Gebrauch. 

Erstes System. 
Zwei Winkel mid die beiden correspondircndcn Seiten. 

. . sin a . sin 3 sin a . sin y 

1. sm a =5 . — r— = ■ 

sm b sin e - 

rt . ^ */» b . sin et sin b . .«Vi y 



3. * Ji/} y SB 



4. ^m a = 



5. sin b = 



sm a ^/// c 

M*/i c . sin a sin c . sin fi 

^1/^ a ^iVi b 

sin b . ^m a ^_^ ^m c . sin a 

^//» /3 "" sin y 
sin a . dn ß sin c . sin ß 



sin a ^m y ^^ • * *r ..^ 

^ . sin a . «/^ y sin h . w/ y 

6. «» c = ; ^ = . ^ - 

f 1/2 a ^//2 3 

Zweites System. 
Ein Winkel durch drei Seilen. 

7. «»|a ^ ]/^^i(a+c--b).mi(a+b-c); 

* r sni b . Ä7» c 

8. sin\? ^ 1/"^ ' (b+c^a) ./» 4 (a-f-b-cj 



9. mfy ^ T/.mi(b-f-c--a).m|(a-fc-b) 

* ' r ciri fl . .«71 b 



. 10. cos\a ^ •|/^^i(a+b+c)^'»ab+c-a) 



11. co^ip ^ l/ ^»i(a-f-b-f-c).J>.i(a+c~b) 

* * r AI« a . Sin c 



12. c</*^y =. T/*i»|(a+b-f-c).9i«.Ha+b-c) 

^ ' r ^1/2 a . .«72 b 



13. tang f a ^ 1/S i i'+^T''! "'" l !;t ^ 

" ' »^ «»|(a+b+c)««^(b-j-c— a) 

14. /fl«^ *3 — |/ .»;„ > /«-l-hJ-nV ..m i ^. J-c— h\ 
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15. fang J-y 



16. 



19. 



2t. 



22. 



23. 



24. 



cot 1 a 



17. cotk? 



18. cot^y 






sin ^- (b -f- c— - a) sin | (a -|- c — 6) 
sin I (a-4-b-+*c) ^ i (a+b— c) 



sin^ (a-|-b'^-c) sin { (b--c— a) 
sin^^isk-j-c — b>«/i|(a4-b— c) 

^m I (a-f-b-f-c) ^i/f I (a4*c— b) 
sin J (b+c— a) ^» | (a-j-b-^c) 

sin I' (a-j-b"t-c) ^w | (a^-b— ^ 
^/»|(b-j-c — a)Ä»4^(a-f-c — b) 



sin<a 



20. ^»/» i 6 



Drittes System. 
Eine Seile durch drei Winkel. 

. 1 X-— cos ll^-f P+y) <»^ 1^ (i^+y--^ 

'^ sin ß. sin y 

^m a • sin y 



sin^c 



cos\a 



coS'^b 



cos i c 



25. tang\a 

26. tang\b 

27. tang^c 






— COS\ (g-f-p+y) COS I («+<^"^y) 

COS I (oc-j-y — 3) co# I («4^/^ — y) 
^11» ß . sin y 

cos^{ß'r^yr-o^ycos\(a-\-ti'r-.y) • 
sin a • ^m y 

cos \ (i^ Hpy — «) g^^ I {^'\'7r-?> 
sin OL ^ sin ß ' . 

— coj I («+P"fy) cos'i'iji'j-y-^a) ' 
ca&\ (a-f-y— .0) C05 1 («+^~y) 

> — co^ I («4-p-|-y) cos \ («-f y — 1^) 

g^^l'(i^+y^^ )^^.i(^^+P~y) ^ 

-^Qg I («+P+y) ^^ I («+/^— y) 



29. toe|a Ä 



COÄ I (ß+y — a) CO* I C« +y— W 
1 1 / — ro^ I («+y— P) cos \ (a+^— y) 

^^ CO* \ (a+P — y) ^ö^ k G^+y — ") 



29v c^t^b 



30. 



ro^|c 



~ »^ " cos J (a-t-P+y) CO* 1 (a+i3— 



->CQ*|63-^^y^a)gO*4(aTfp— y) 
CO* 1 (a+ß-fy) CO* |- («+ y^P) 

y) 
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Vrcrtc» System. 
Zv^^I Seiten durch die beiden corsespondirenden Winkel und die dritte Seite. 

o4 ^ b— a . , sini^iß-^a) 

31. to;^-^ = *a,y|c.j^|i^ .. 

32. tang^l^ta^^c '^^f'r'l 
83. ^ fowÄ- —5— = tang ^h . . ; ) — p-i-f 






35. 



b — c . ^ j sin ^ iß — y) 

Fünftes System. 
Zwei Winkel durch die beiden correspnn A i renden .Seiito .und d^n dritten Winkel. 



o^ ^ ß— Ä «w»|(b — «) 

^o ^ ß+« *i coj|^(b — a) 

38. *«;,^e:TL.^«^^y._^^ 

39. ,a>^^=^eof||^ /;»Ha--c) 

40. tang^ co^^ß.-___ 

° 2 ^ . ^w|(b4-c) 

42. tang ^-4-^ = cot\a. — ] ), . ^ 

Sechstes System. 
Eine Seite durch die beid«i andern Seiten und deren C6cfe5|K^ndtrende Winkel. 

43.. ,<»w $-.=««» i(b-.).^ii±^ 
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45. tangl^a = tang^,(^^c).^^^^ 

^ * * co^ i (i3 — y) 

46. co# |c = c»^ I (b — a) . -r-fT^-i — ; 

X5 ro^ f (D-4-a)^ fm — \ 

47. CO/ ib z=z cot\ (a— c) . . ' , , ^ 

48. cot\a =co/|(b— c). '^ti?T^ 

* ^ * ^ CO* I Ü^+y) 



Siebentes System* 
Ein Winkel durch die beiden andern Winkel und deren correspondirende Seiten. 

5a. co/|? as tang^—^. , \) ^ J. 

^^' 2 *co.y^|(a — c) 
.51. co/|a =^^^g>-2— ,j>,?(ble) 

= ^^'«•-2— co*i(%~c) 



/ 
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,ft . t _ . p— « sin \ (b — a) 

f 

-^ . lö ^ « — y *m|(a— c) 

53. <^«g-lß = «>^-V- .mi(a^ci 

«-f"y CQ.y I (a — c) 

2 •cd*^(a+c) 

54. tang {a =a cot. '— ^— * . wu i i 

D) Relation sphärischer Dreiecke mit den ihnen entsprechendeD 

Sehnen - Dreiecken* 



=;= cot. 



In einem sphärischen Dreiecke. sind die drei Seiten 

die drei Winkel 

In dem dazn gehörigen Sehnen - Dreiecke sind die 
correspoi;^direnden Seiten 

die drei Winkel 



a, b wid c 



9, S mid € 
tot, b und c 

In beiden Dreiecken stehen die Winkel gleichnamigen Seiten gegenüber. 



a) Bestimmung der Seiten des Sehnen -Dreiecks aus den Seiten des sphärisdien 

Dreiecks und umgekehrt* 

1. « = 
3. SB» 

3. € ss= 2 sin I 

4. sin In = ^fH oder cosa r= 1— |St* 

5. sin^b Ä 135 oder casb == 1 — 195' 

6. sin\c = |€ oder cosc x= 1 — 1€* 




N ^ 
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b) BeBtümnung der Winkel des sphärischen Dreiecks aus den Seiten des 

Sehnen - Dreiecks.^ 

» 

295» + 2€» — 231* — »*€» 

1. cos a ^ , \ ^ , y . ■ . 

m 1/(4 —55=) • 1/(4— €') 
2 2J* + 2 €» —2 85» — a» €* 

2. COSß S= , ^ - , y === 

m 1/(4 — r ) . 1/(4 — €') 

2 a» + 2 SS" — 2 €* — 21' 35*' 
31951/(4— a«). 1/(4— S5') 

Zusatz. Wenn das Sehnen - Dreieck gleichschenkllch, so dafs 95 = € ist, 
so eilt die Fonnel: ' 



sin \ce = 



951/(4-95') 
und eben so für die beiden anderen Winkel. 

Ist das Sehnen - Dreieck gleichseitig, so wird auch das sphärische Dreieck 
gleichseitig seyn, und 



1 



sm^a s= 



1/(4—31') 



c) Bestimmung der Winkel des Sehnen - DreieckTlms den Seiten des 

sphärischen Dreiecks. 

1. cos a Ä ' o ' 1 u - ' 1 ~ 

y^sm^a» sm l c 

3. CO^ C acs 'a '. , — . it ^ ' 

Zusatz. Wenn das sphärische Dreieck gleichschenklich ist, so dafs b == c, 
so entsteht die Fonnel: 



. - sinia. 

sin |a = Q ■ . % V 



Ist das sphärische Dreieck gleichseitig, so wird auch das Sehnen * Dreieck 
gleichseitig, folglich jeder Z. = 60^ seyn. . 

1. . X ' 
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d) Bestimmung emes Wiakels im Sehnen -.0«iedkc^ ms d|$m cwi)f«p9iidiRiMleii 
Winkel des sphärisdien Dreiecks» nebst den beiden einschlieüsenden Seilen. 

1. cos 9k S9 iS)ts\\^.cos\z.co^€L'\'mi\h.&n\c 

ff 

Zusatz. Wenn das sphärische Dreieck gleichschenkllcJi ist, so daTs b = c 
so wird: 

e) Bestimmung eines 1/^nkels im sphärischen Dreiecke, aus dem. corres|ondifendeB 
Winkel des Sehnen- Dreiecks und den beiden, denselben einschlieüsenden Seiten. 

. 4 cos a — 9J6 

4* cos OL =s ^ ^ . ■ , ■ ^a >■ ■ j !■■ I : 

2. ctwß SS 



]/(4— 3l«).l/(4— €*) 
- 4co*< — SKJ 

'^ 1/(4— a»). 1/(4— 95») 

Zusatx. Wenn ^s Sehnen - Dreieck gleichschenklich ist, so daTs 95 = C 

so wird: 

, . - '^sinka 

sm\a =s . , * t 



E) Flächeninhalt sphärischer Oreiecke. 

In einem sphärischen Dreiecke seien die drei Winkel s= «, ßund^ 

die denselben correspondirenden Seilen =s a, b und c 

der Radius der Kugel in Längenmafse ausgedrückt =: r 

der dem Radius gleiche Bogen (von 57|^ 295775129) 

in Gradmafse ausgedrückt r^ /^ 

die Fläche des sphärischen Dreieck^: s= F 
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a) Gageben: die drei l/^nkel a, p and y; 
so »I, kl fewöhidiciiem Üfidienmalse ansgedrückt : 

ia Quadrat • Graden lüngegen: 






Zusatz. Wenn das Dreieck einen rechten ^ hat, z. B. 7^ = 90^, so wird: 



Hat das Dreieck zwei redite ^^^nkel, so da(s sowohl p als 7 ss 90<* sind, 

to wild: 

r*ita 



F = 



ISO 



b) Gegeben: zwei Seiten b und c, nebst dem eingescblossenen Winkel «, so ist: 

^-'»'•180 

WO 9 den Bogen a-f-p-f-^"!^ bedeutet, und durch folgende Formel unmittelbar 

gelanden wird: 

, cai |b • CO/ |c 4- cos a 

cot -^ (p =s ' 



suia 



c) Gegeben: die drei Seiten a» b und c, so ist: 

F= 9- 



r'flt 



180 

wo 9 gleichfalls den Bogen a-|-p-^y— 180^ bedeutet, und durch folgende Formel 
umnitt^lbar gefunden wird: 

. , \/[sm I (a-f-b-f-c) . sin | (a+b— c) , sin | (a+c— b) , sin ^ (b+c-^a)] 

^ 2co^|a.eo5|b.ro^|^c 

Zusatz. Wenn das Dreieck gleidischenklich^ und z. B. b ss c ist, so wird: 
sini<p = 2^;^.l/^m(b+|a).«»(b— l^a) 

Ist das Dreieck gleichseitig, so wird: 

sin im = ri^^\ .X^sinih . sin wa 
2cos^i9L ^ ^ * 

' X2 
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F) Formeln für die Veränderungen, welche die Seiten und Winkel 
eines sphärischen Dreiecks erfahren, wenn einzelne derselben 

sich verändern. 

AA) Formeln für das sphärische Dreieck überhaupt. 

Wenn in einem sphärischen Dreieck zwei Tfaeile, Seiten oder Winkel, als 
constant angenommen sind, so wird der EinfluTs, welchen eine sehr kleine Verän- 
derung (Differential) irgend eines dritten Theiles auf dtc übrigen Stücke des Dreiecks 
ausübt, durch folgende Formeln dargestellt: 

, Erster FalL 

Eine Seite a und ) . , « 

1- j ii(7- 1 1 o > smd als constant angenommen, 
em anliegender \\ mkel ß j ° 

a) Wenn sich die Seite b um 9b verändert, so wird: 
aa) die Veränderung der Seite c: 

1 

1. 3c = 3b . SU dh.seca 

^ cosa 

c. ^, sin h . sin c 

2. = 3b . 



3. = 3b . 



4. = 3b . 



cos a — cos h . cos c 

sin c 



cos a . sin b — sin a . cos b . cos y 

1_ 

cos a . sin ß . sin y — cos ß . cos y 



bb) Die Veränderung des Winkels a: 
5. 3« = — 3b . tang a . cot h 

^ ^, , sin a (cos c -|" tang a . cot ß) 

-^ * *"" ' sine 

7. ^-ab.-r *^>' 



! l" 



sin b {tang b . cot Si-^cos y) 
cc) Die Veränderung des Winkels y: 

8. ay«ab.Ä2 

^ smb 

9. =ab.-. ''"^ — 



sin'^h ncot A'-^sin b .-cos b . co* y 



Ar. r.M sin a . tansr a 

sinsL.sinß 



• 



I 
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b) Wenn sich die Seite c um 3c verändert, se wird: 

aa) die Veranderung der Seite b: 

11.' 36 = 3c.c9^a 

-^ cos a — cos b . cos c 

"l^iT^ b . sm c 

-^ ^ cos 2l , sinh'-^ sin 2l . cosh . cos y 

13. = 3c. . 

^mc 

14. I = 3c . iposs^.sin ß • ^'/z 9; -«- cQS ß • C0/7/) 

bb) Die < Veränderung des Winkels a: 

15. 3a = T^dc.sina.cotß 

'.r- rC sin^cc . cot a + sin a • co^ a . cos c 

16. = — 3c . ' . 

smc 

17. =-3c.4;»"-^"^ 



sinh.t€mffh 
cc) Die Veränderung des WinkeU y: 

18. 3y = 3c.-r-i: 
'^ . jwb 

.Q jm a . sin ß 

^^ / " ^ ^'» ^*siny ' 

20. =r3c.-:-rr r-^ 

^mo . smc 

sinket 

ZI. •— - ÖC • ^ • • rf 

sm a • ^m p 

c) Wenn sich der Winkel a um 3a verändert, so wird: 
aa) die Veränderung der Seite b: 
22. 36 = — 3a • CO* a . tangh 

sine 

23. ^"^^ sina{cosc-\'tanga.cotß) 

^ sinh (tangh ^ cot 2L — cosy) 
24. = —'3«' ^ ' 



smy 



bb) Die Veränderung der Seite c: 
25. ac = -3«/^ 

Sin a 
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F) Formeln für die Veränderungen, welche die Seiten und Winkel 
eines sphärischen Dreiecks erfahren, wenn ei.uzelnc derselben 
sich verändern. 

AA) Formeln für das sphärische Dreieck überhaupt. 

Wenn in einem sphärischen Dreieck zwei Tbeile, Seiten oder Winkel, Js 
constant angenommen sind, so wird der Einflufs, welchen eine sehr kleine Venn- 
denmg (Differential) irgend eines dritten Theiles auf die iibri^n Stücke des Ureiecki 
ausüht, durch folgende Formeln dargestellt: 

, Erster Fall. 

Eine Seite a und ) . , , 

ein anliegender Winkel (5 j ""'' "^ '™'*'°' "■S«"«"""»". 

a) Wenn sich die Seite b um 3b verändert, ao wird: 
aa) die Veränderung der Seite c: 

1. 3c = ab.-^- = ah.ÄTC« 

sin b . sin c 



2. =ab, 

3. = ab . 

4. =: ab . 



cos a — cos b . cos c 
sin c 



cos a . sin b — sin a . cos b . cot y 

1 

cos a . sin p . sin y -^ cos ß . cos y 







U*IWTa 
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26. 9rs=— 3a.-r 



smc 



sin^a. cot ß-^sina. cos <» . co$ c 

27. =-3«.fi]LLi«2fi± 

Sin a • sm ß 

cc) Die Veranderong des Winkels yi 

1 

28- dy = — a« . r = — dot.sech 

cosb 



29. =— da. 



sm y . jm a 



cos ß-)^ cos a^ cosy 



30. :±: «— da • j i 

smdi.Sinc. cosß-^^cosA • co^ c 

d) Wenn sidi der Winkel y ma dy verändert, so wird: 
aa) die Veränderung der Seile b: 

31. 3& = 9}^ * sin b • cot a 

32 SS ^v ^'^^^^ • ^^ ^ *— ^if^ b * g^^ b . cos y 

sin y 

o') ^ sindL, sin ß 

öö. ÄS 3y.-^ — u. 

^1» a . tang » 

bb) Die Veränderohg der Seite c; 

^inb 



34. ac = dy • 



35. =ay.-: 



sin^h 



sma.sm^ß 



oc /v sin h . ^m c 

sm a • ^1» ^ 
f%m ^ sin a . sin ß 

3/. =ay. — 7^ — ^ 



sin^a 



cc) Die Veränderung des Winkels a: 
38. aa =s — ^a^/.co^b 
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Zweiter ^all. 



\ 



Eine Seite a und 



lune beite a und ) . , , 

der Gegenvdnkel a \ ^^ •^ coMüiiit abgenommen. 

a) Wenn sich die Seite b nm db verändert, so wird: 
aa) die Veränderung der Seite c: 

1. ac = -ab.£2i| 

COSß f 

2. = — 3b . {cos c.sina. tang ß •— cos a) 

3. =» — 3b. * 



•^tn^'^mmmm 



COS b . sina . tang y -«> cos a 

A .*. aw ^^ ^ (^^ c "* COS a . cos h) 

smrü (cos b — cos-st. cos c) 

5* =r -^;ib ^^^ ^ • ^^^ ^ "** ^^^ ^ 
^ * * ± — /an^ b . cot c . C05 a 

* 

bb) Die Veränderung des Winkels ßi 
6. 8P == 3b* CO/ b.^on^p 

8. = ^b ^^ y "t" cosy . cos a . /ry/ig p 



9. r=5 3b.-r 



sin9L 
«iVaa 



MG— eo^c.teiag^b . cosa 

10. =ab.-: ^y__ 

Mna— -eo^a. /ang^b .co^^/ 

cc) DieVerändeniBg dea Winkels yx 

11. 3y = -3b ^y 

12. =:-3b.£2i£;i?!^ 



stna 



13. =— ab — j— ,-=; 

cos b • mng y — - ^i/z b . cos a 
14. ^ ... ab ^^ y • fang p «-f* cps 9L.siny 



smsL 
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b) Formeln für den logarilhmischen Gebrauch. 

Erstes System. 
2\vei Winkel und die beiden correspondirenden Seiten. 

. . sin a . sin 3 sin a . sin y 

1. sm a = . . ' = ■ ^ 

sm b sin c 

cv . ^ Ji » b . jm a sin b . -wV* y 

2. W/l 3 = -= ■ ^ ^ 

sui a Ji/^ c 

o . * »n c . sin a sin c . sin 3 

3. -siny sst . = r-r — =- 

ji/^ a ^w b 

. . ^in b . sin (X sin c • sin a 

4. jiw a = ■ — - — ^ . 

. . , sin a . sin 3 ^m c . sin 3 

5. «w o = : =- = . , . . , 

Sina siny ^^' • «r..' 

^ . w/ a . sin y sin b . sin y 
O. 51« c = ■ ^ = : — T— ^ 

sin a ^m |ä 

Zweites System. 
Ein Winkel durch drei Seilen. 

- . I "I /sin k (a+c — b) sin < (a+b — c) 

'^ svn b . Ä/i c 

8. *,W|ß ^ |/'.i»|(b+c--a).i«|(a-f-b-g 



Ä m|y ^ T/^mUb+c-a).m|(a+c-b) 

* r .CIW A - JMfl h 



• 10. coska ^ T/^^i(a+b+c).m|(bH-c-aj 



11. cos^ß ^ T/«»|(a4-b+c)^|(a-f c-b) 



12. co^Jy ^ l/^i»|.(«+b+c)../«-Ha+b-c) 



10 ton«- i« — 1/ w^ i (*+c— b) «•» ^ (a+b— c) 
lo. um„ ,a «. 1^ ,|„ I (a+b+c) <iff ^ (b-j-c-^ 

14. tang\ß ^ K ^?lKl'"'"t?'t ^^ 
^ ^"^ '^ «« i (a-f-b+c) Jiw|(a-j-c— b) 



15- tang |y 



16. 



cot I a 



17. cot\? 

18. cot^y 



=1/1 

=K 
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sin \ (b+c — a) sin | (a^-c — b) 
«» I (a-j-b-^^-c) ^i I (a+b— c) 



^w4^(a-|-b-{-c)jw|(b — c — a) 
«i^-|^(a4-c — b)Äm|(a-}-b— c) 



sin \ (a-f-b-f-c) wi j^ (a-fc— b) 
*m i (b+c — a) ^n | (a+b — c) 

^w| (a-f-b-f-c) ^'/^ 4^ (a4"b — c) 
sin \ (b-j-c — a) sin | (a+c — b) 

Drittes System. 
Eine Seite durch drei Winkel. 



19. sin\a 



20. sin \ h 

21. sin\e 



22. cos\a ==]/ - 

23. cos^h = y 

24. cos\c = J/ • 

25. tang^a ss ^ ' 

26. tang^b=y 

27. tang\c = J/ ' 



sin üL • A/2 ^ 



cos \ (oL-^ß-^y) COS^ {oi'-\- ji — 7) 

A sin a . sin ß 



■■•-▼ 



cos I («-f-y — ?) cos ^ («+P — y) 
sin ß . f m y 

cos >i (PH-y— «yg^^l («+P~-y) 



sm a . ^m y 



cos \ (i3+y— «) g<^^ I («4-y — P) 

sina^sinß ' . ^ 

— ^ co^ I («+P+y) ^^^ i («+y — ^) 
---tos \ («+P+ y) ^^ \ («+3— y) 



29. i»f|Ä -=sö 



29.. c^t^b 
30. co^ I c 



ö ] X— ^'Q^ I («+y— P ) ^^^ -^ («+^— y) 

*^^^ COS^la-j-ß — 

=K^ 



y)cQ*|(p + y — tt) 



31. 
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Vfcrtcs System. 
Z^i'ei Seiten durch die beiden comespcmdirenden Winkel und die dritte Seile. 

oa ^ b-f-a . . cesK^-— a) 

33. . /«v ^ = *«»? |b . f^i^! 

34. tangJf-^ta^gih.-^-^^ 

oc ^ •* — c , j sin^iß — y) 

35. fa^ -^2- = '""«' ^"•3^+^' 

- 36. tang-:r. = tangU-^j^ 

■ 

Fünftes System. 
Zwei Winkel durch die beiden correspondirenden Seiten .und den dritten Winkel. 



38. tang ^-ir- ^=^ cot \y . — ^ !/ . ( 

^2 *^ Cö^|:(brf-a) . 

AO *^^^ P+y _ ^/ 1 « go^ I (b— c) 
42. tang — 5 — =s cor <ot . ■ 1 /m 1 \ 

Sechstes System. 
Eitt^ Seite durch die beiden andern Seiten und deren , cacrespoüdirende Winkel. 
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44. 



45. 






Ä taagiOi-\'c). 



cos^(ß-\-y) 



46. cot \c z=z cot\ (b— a) • 



cos I (i3 — y) 



47. 



CO/ JA 



= co/jl7a--ri £^ÜiüZX> 

^ 1 / j \ cos i lex — y) 



48. CO/ |a = CO/ 1 (b— c) . 



^mi(p+y) 






co^ 



Siebentes System« 
Ein Winkel durch die beiden andern Winkel nnd deren correspondirende Seiten. 



49. cot\y =: /ony 



5a. cati^ 



= tang 



fang 



ß — g sinKb-j^s) 
2 %w|(br-i) 

2 'co* |(b—a) 
a — y ^m|-(a-(-e) 



51. cot \a = /«r/i^ 



> 2 "«/»4'(a— cy 

_ ^ «+y co.y |(a+c) 

^^' 2 *co.y^|Oa — c) 



2 '**»;(b— c) 

— /^„flp P+y CQJ |(b+c) 
-^"""^•"T^-co^Cli-c) 



i 
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44. a^ g wib.iw« 

' cotß 

At\ -_ o . sinh 

bb) Die Verindenmg des Winkels a: 

46. 3« = — ay.-, *»»'« 

4io*c(oMb — «i» b . «tf c . CO« a) 



47. =— ay 



1 



•••n 



«»»''^(cwb--«co^a.co/^) 



48. = «^9>f. 



sma 



cos ß • ^m ); 



49. =— 3y.-, 



^ma 



«mc. co^p 



50. =:-.ay --i«!5 

CO*D COStk.COSC 



51. 



_ ^, 1 



cc) Die Verändernng des Winkels ß: 

52. dß = dy^tangß.coty 

53. =3y.., .£?£2L___ 

^/» a . co^ b — co^ a . cos y 

54 SS a <»^ c — gp^ a , cos b 

* *co^b"— co^a. £?a^c 

55. = D-. /"^ ^ ' gQ^ l> — <»j a . cw p 

cosß 

56 SS ;)v f!^^_:^£2l£^T£21^j.^^ 

#i» c . cot b — cos c . C05 a 



Zwei Winkel, 



Vierter Fall. 



vei Winkel, \ 

ß- und y ( werden als constant angenommen. 

a) Wenn sich die Seile a um 3a verändert, so wird: 
aa) die Veränderung der Seite h: 

1. 36 =: 9a .i9iVb(cof y-j-eof a.co/b) 
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2. d6 es 3a • 



sinh^casc 



sm a 
3 = aa ^^P/^^*^ 



4* 
5. 



da. 



sinket 



bb) 



=3 ^.(cosy^cosh.siny *cota) 

ie Veränderung der Seite c: 

6. 3r fi= 3a • '«iVc,(€Otf p r}^ cot a • co/ c) 



7. 

8. 

9. 
10. 



SS 3a. 



sin c . co^ b 

Stn9L 



^^ cosh* stny 

= 3^* : ^ ' 

, sinot 
— ^ cw ß -^ cos <x . cos y 

=s 3a • (co# ß 4~ ^^^ ^ ' ^^^ ^ * ^'^^ ?) 



cc) Die Veränderung des Winkels ai 

AA ^ ^ sin 9k .sin 3 , sin y 

11. 3« =5 3a. ^ ^ 

sm OL 

12. = 3a • ^m c . sin ß 

13. = 3a.Jmb.jm7 

b) Wenn die Seite b sidi um db verandert, so nitii 
aa) die Venndening der Seite o: 



' 14. 3a = 3b. -T 



1 



15. 



16. 



17. 



18. 



s db.-: 



sin* b {cot y-^ cot a .«0/ b) 
sina 



s 3b. 



= 3b.— : 



sm b ^co« c 

sinoL 
cos c • sin ß 
sin^a 



eosy-^casa .cosii 
"" ^ coj y ^ cos b . CO/ a • sin y 
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bb) Die Veränderung der Seite c: 

19. 9^ SS 3b • cot b . tofig c \ 

-. -, _ , sin a . cot ß + cOiS C . cos a 

20, =1 gb . ■' 



co^c 



21. 



22. 



— aK ^^* «^ -^ cos OL . <?oj y 
"^ ' COS y -\- cos u . cos li 

~ ab.-r 



^m oc . cot y -j- co^ b • cos a 

^ • cot ß . siny-^ cos a . cos y 

^</> b . cot y -f- cos a • roj p 

cc) Die Veränderung des Winkels a: 
24. 3« £= 3b.^a/3g'C«^ma 

sin b 



25. ±= 9b . 



26. 



27. 



^, wV/ a . sin y 
= 9d .— — — 
cosc 

— ^K ^'^ h ' f^s y 4" ^^^ ^ ' ^^^ ^ 



— 3b. 



c) Wenn die Seite c sich um 3c verändert, so wird: 

aa) die Veränderung der Seite a: 

^ 1' 

■ * sin^ c {cos ß-^coi ^ . cot c) 

> sin A 

29. = 3c . -^ 



30. Ä 3c. 



31. Ä 3c. 



32. = 3c. 



sin c . cos b 






sin a 






cos b . sin y 




sin'^a 




■ 


cos ß 4" ^^ ^ • 


cos 


y 


1 







cos ß -{■ ^^ ^ • ^^^ * • ^'" (^ 



bb) Die Veränderung der Seite b: 

.33. 3ft = 3c./a7?^b.c(if c 

cosc 



34. äSc-t 



«W flt . COf J3 4* ^^* ^ • ^^^ ^ 
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35. 3& = 3c. ^;j:«^"-^p 

_^ ^ sin d . cot y 4- cos b . cos a 

cosh 

^^ ^ sinh.coty^cosä.cosß 
37. = ^w-, T^-T s- 



^m g/ . co^ ß 



cos a . co^ 



cc) Die VeTäBdeniDg des Winkels a: 
38. 3« = de . f aii^ b . sin a 

sine . 



39. = ac. 



= 9c. 



cot ß -j- cot a • cos c 
Jim a . 5m ß 



co^b 



sin ß 



* 5m c • C05 ß 4" ^* * • ^ ^ 

d) Wenn sich der Winkel a um 9<x vc^rändert, so ist: 
aa) die Veränderung der Seite a: 

^^ 5m g 

42. 9fl — ^"^'sin^.sinß.siny 

1 

43. Ä 9«* f ' ^ Q 

5m c . 5m ß 

1 ' 
5m b . 5/i» y 



bb) Die Veränderung der Seite b: 
45. a( a 



^ cotc 
>9a .— T 



46. 



47. 



48. 



s 9a. 



5m a 

co^ y "^ co/l b . cot oc 



sinh 



= 9«.-T 



ro5 c 



SS 9a. 



5m a . smy 

sin b . co5y-t*co^a . c?05b 



^ 



5m y 



cc) Die Veränderung der Seite c: 

coth 



I. 



z 



. — 178 — 

50. 3c = a«.S!l£±4!ili«*£ 

51. s da.-; 



sin a • sm ß 

sin c . eos p -f-ool • > cos c 

/ 

BB) Fonneln fiir sphärische Dreiecke, in welchen eine Seite ss 90^ Ist. 

Erster FalL 

Eine Seite a (= 90<>) und ] . ^ , 

,. j ,«r. 1 , » > Sind als constant angenommen. *" 
em anhegender Winkel p ^ ^ 

a) Wenn sich die Seile b um db verändert^ so wird: 
1. 3c = — 3b . tnng b • tcmg c 

2. 3«« ab.iE^ =' ' ' 

^m b 



b) Wenn sich die Seite c um 3c verändert, so wkd: 

4. 3& ■== — de • CO/ b • cof c • • 

5. 3o( SS ^c.^sin^\tang€^ 

6. 8y= 3c. ^^g 

c) Wenn sich der Winkel a um 3« yeränderl, so wird: 

7. ' 3& = d^ • sin h . cot y 

a r. ^ icOtC 

8. 3C B 3<X • -T— jr- 

9. 3y =^ 8^ • fang a • co/ y 

d) Wenn sich der Winkel y um 3}> verändert, so wird: 

10. 3^ SS — 3y • I ^^ 2b . CO/ 9/ 

n. 3c = 3y.£?^ 

12. 3a =s dy - cot a. fang y 



J 



- m - 

Zwttler Fall. 



Eine Seite a (s= 90") und ) . . . 

ein Gegenwinkel a j •""* *^ «=«"***»* angeaemmen. 

■- 

a) Wenn sich die Seite b mn 9b v^rimdert, so Igt: 

sin 2c 



1. 3c=s_3b. 



sin 2b 



cosß 

2. dp = ab./ai2f b.co/ß 

3. 3y = 3b . 1 5IW 2y . /awg^ b 

b) Wenn sich die Seite c um 3c verändert^ so ist: 

4. 94 = -.30/^2'' 



sin 2c 

cosß 

cosy 

cos^ß 

COSOf, 

^ cosa 
= 3c. — 5- 






= 3c. 



5. 3^ 3= — 3c.i^m2^.to/ag^c 

6. 3y = 3c . co^ c . tang y 

c) Wenn sich der Winkel ß um dß verSndert> so wird: 

7. 3& = 'iß Aangh . cot ß 

8. 3c = — 3ß.^^ 

9. 3y = — 913 . /ang* ß.coty 

d) Wenn sich der Winkel y um 3y verändert, so wird: 

10. 36 = — 3y«2rofb.«»3y 

11. 3c = 3y ./öng-c.cö/y 

12. 3ß =s — . 3y • co^ p • tangy 

Z 2 
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Dritter FaU. 

Zwei Seilen, J . i i 

b (=i 9(^) und c 1 ^ cottstant angenommen. 

a) Wenn sich die Seite a um 3a veiandcrl, so wirdc 
1. 9a = 3a . timg a . cot a 

sm 2a 

cosy_^mty 
si ■■*■ (ja • — — ^— — — 



cosc 



SS -^ (ja . — : 

tfi/»a 



3. 3y = — 3a • 



smH, 



b) Wenn sich der Winkel a um 3a verändert, so wird: 

4. 3a s= ' 3^ • ^^ A • ^a/ig* a 

5. 3ß = 3« • -T-jT- 

SS — 3a . -r-^ 

= — döf • 

6. 3>^ = 3^ - i cot a . 5m 2y 

c) Wenn sich der Winkel ß um 3/3 verändert, so wird: 

.7. 3« = d? • i «« 2a . tang ß 

= — 3i3- 



c o^c. tangy 



cosy 
= -*- 3;^ • ^''^ A • ^^''^ 9^ 

o. 3a = 3p . -r 



= — 3i3. 



= — 3|3. 



fm2ß 
^'/^ a 
cosy 
cosc 



co^y 
9. 3y = 3y . tangß. cot y 
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d) Wenn sich der Winkel y nm ^ Yeranderl,- so ist: 
10. 9a SS — B}^ • ^ a • fang ß 

^ sm 2y 
12. 9P = dy-tangß.coiy 

CC) Foimdii für sphSrbche Dreiecke, in welcken ein Winkel s= 90° ist. 

Erster Fall. 

Eine Seite a und / • > i 

ein anUegender Winkel p (a 90«) j ""•* *** '^**°* »»8«»<»°™*°- 

a) Wenn sich die Seite b um 3b verändert, 60 ist : 

1. 3c =Ä, d^'tangh.cot c ^ 

smh 

3. 3yt=:-3b..jjj^ 

b) Wenn sich die Seite c am 3c verändert, sa ist: 

4. 3& = Bc.foiig'c.co/b 

5. 3a =: 3c . j^ sin 2a . cof c 

6. ay = 3c.^g 

c) Wenn sich der Winkel a um 3<x verändert, so ist: 

7. 36 =x — -3a.^i>»b.toiif g/ 

o ^ ^ 2/00^^0 

ö« aC ss: »^ 3a • — ; — s^— 

9, ^y si »^d<»*tanga.tangy 

d) Wenn sidi der Winkel y um dy verand^ so ist: 

lOr 36 =s ^y.^sin^h.tangy 

II» 3c= 3y 



• • 



sin^ 
12* 3a ac «-»diy.CQ^a.eo^y 
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Zweiter F«U. ' 
Eine Seile a und ' 1 ' . 
der Gegenwinkel « (= 90») ( "°'* ■** ***"***"* angenommen. 

a) Wenn sich die Seite b um db verändert, ^o ist: 

2. Bi3 = ab . fang ß.cath 

o. dy = — 3b . . ^/ - 

sin 2b 

b) Wenn »ich die Seite c um 3c verändert, so ist: 

4. 3* = — 3c.c«rfb./a»g-c 

sm 2c ^ 

6. 3y = 3c . fflwig- y . co^ c 

c) Wenn sich der Winkel ß tun dß verändert, so ist: 

7. 3* = dß'COth.tang^ 

8. de = —dP.'itangß.smic 

9. 3y = -3;3.£^'^2y 



= —3/3. 



=:=— 3.3. 



= —3.3. 



sin 2ß 
cos c 
cosh 
cos a 
cos^h 
cos^c 
cos ai 



d) Wenn sich der Winkel y um dy verändert,, so ist: 

10. 3& = dy^isin^lb.ttmgy 

11. 3c = dy.tangc.coty 

-- 12. ai3 = _3y..£(^^ 

co.vb 



= — 9y. 



cos c 
co^*b 

co^a 

= *— 3y . — ;— 
'^ co**c 
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Drilter FdL 

Zwei Winkel, } 

3 (es ÄW- und V l ^•'^^'^ •^ constont angenommen. 

a) Wenn sich die Seite a um -da verändert, so ist« 

1. ,96 av 3a, . Q 

An 2a 

s= 3a.-r 



da« 



An a 



2. 3c = 3a . I An 2c . CO/ a 

3. 3a s=s 3a • fang' ä.cota 

b) Wenn sic^ die Seite b um 3b verändert, so ist : 

4. 3a = 3b/^2^ 



s 3b. 
3= 3b. 



sin 2b 
sina 
cosc 
cosy 



cos^c 

5. 3c SS 3b . CO/ b . /ai^ c 

6. 3<» =3= 3b • I tangh. sin 2a 



COJC 

<^ Wenn mch die Seite c um 3c verändert,, so ist: 
7. . 3a sss 3c 



«ac.2*^« 



An2c 

8. 3^ = 3c. /oi^b. CO/ c 

9. 3a s= 3c • tahg h .sin cl 

d) Wena aicb der Winkel a um 3a verändert^ so ist 
10. 3a = 3» » CO/ « • fang a * 

41 oA _ ^^ 2co/b 

A'in 2a 

CO/ c . COf c 

^ s= 3a ► 

cosy 
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12. ac =s 9a . -, — 

Anmerkung. Die hier fdr rechtwinklidie Drci^k« ge^bcnen Formeln, schlie&en keinestreges 
Oebrauch der in AA) au^estellten allgemeinen VecJuiderungsfoinieln av9, toodem enthalten 
solche Ausdrücke» welche nicht unmittelbar aus |cuen abgeleitet vrerden können, und daher 
rechtwinklichen Dreiecke eigenthümlich sind. 

« 

Zusätze. 

1) Wenn in einem sphärischen Dreiecke nichl zwei, sondern nur ein, oder 
gar kein l^eii als constant angenommen werden kann, so tritt dieselbe Beiiandlmig 
ein, welche Seite 144 fiir ebene Dreiecke dargestellt worden ist. 

2) Bei sphärischen Dreiedcen findet die, Seite 141 angedeutete Reduction der 
Winkd in Bogen ^icht Statt, da hier alle Elemente der Rechnung in Gradmaab ans- 
gedrückt erscheinen. 



/ 

Zweiter Abschnitt* 



Formeln zur trigonometrischen Analysis. 



I. 



A « 



r 



I 



I. Tafel zur Bestimmung der Werthe, des algebraischen Zeichens 
und der Veränderungen der trigonometrischen Funktionen in den 

vier Quadranten des Kreises. 



y ■ 



Aa 2 





KUtO" 


— 188 - 

Für einen Z. a 

twischea &> und 90° 

(ei-s(er QuadranI) 


Für 90» 


Für einen 4. a 

nrisdies 90° nml ISO- 

(r\reiter QnadraBt) 


£l»s> 


= 


= -\-sma w 


=+< 


= +sia{lW—a) 


C<uü»s " 


= + 1 


= +<»•« 


= 


= — <»»(180«— <.) 
= — »/»(a — 90") 


Twigailc o 


= 


= +/OOJ" w 




= — /onf(I80"— a) 
= — ro((o.— 9(n ' 


Colangeiitt a 


= oo 


= 4- «>/ a a 


= - 


= — «)((I80°— «) 
= —tang{,.-mn 


Srcanie a 


= + 1 


= + «c a w 


= oo 




ClU€t:aiit£ n 


^OO 


= 4- tvsec a a 


=+. 


= +msec(\m-—a) j 
= +«<:(«— 90») 


SlnM vcrsiis a 


= 


^ + sin Vers « w 


=+» 


= 2— sii.»«r*(180'>-^| 
= 2— «wwr*(a— 90") 


Cosinus versus a 


= + 1 


^ -\- cos Vers 'S a 


= 


= ce>.t«r«(180»— o) ^ 
= Ji» vers (o— 90") 



I Det BucluUbe tt bedculct, da& 
I Ucb«rM:Tinitet der Bogen ein oder 



ÜB Punktion wiciut. wtiiRnd drr Boga 
mehrntttuil d<i Mula TOn 960*, u «ii^ 
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Für 180» 


Für einen JL ol 

zwischen 180^ und 270» 

(dritter Quadrant) 


Für27a' 


Für einen Z. a 

zwischen 270^ und 360^ 

(vierter Quadrant) 


Für 360« 


= 


a=— *;»(a— 180^ 

= — foi(270°— a) ^ 


= — 1 


= — ji/»(360^— a) 
= — coj(a— 270^) 


= 


= — 1 


SS— COS («—180») 

= — W»(270»— a) * 


= 




= + 1 


= 


= +<in^(a— 180^ 

= + «>/ (270«— a) "^ 


s=oo 


= ^ fang {360^^a) 
= -^cot («—270*») 


= 


= oo 


=1 +a>/(a— .180») 
Ä-f/an^ (270»—«) 


= 


= —cot {360^— u) 

t= — tang («—270^) ^ 




=-' 


«—«?<?(«— 180«^ 
=s — «M«r(270»— «) 


= oo 


r= + sec (360''— a) 
= +co^^c(a— 270^) 


=+1 


3=00 


= — «M^(a— 180») 
= --^c(270»— «) 


= — 1 


= — cosec (360^— a) 

= —^^(«—270«) ^ 


=SOO 


»+2 


= 2 — «Bt«!r*(a— 180") 
SS i — cos vers (270»— a) " 


_+l 

=+2 


= sinvers {360^— a) 

a 
•^ jcos vers (« — 270**) , 


= 


=+1 


sz i — sinva'sßliy—a) 
= 2 — co*v^j(a— 180^ 


= 2 — co^wr^ («—270*») 

a 
= 2 — Ji«t;^rj(360®— a) 





wSclist; a hingegen» daft die Funktion abnimmt» wenn der Bogen wächst. 
360* so uft abjpetogea, aU dict »Ögltdi ist, ohne ein« Begatiye Zahl zii erhalten.. 



w*' 



— ISO — 

n. Zusammenstellung analytischer Werthe itir die Funktionen 
bestimmter Bogen. 



A) Werihe für die Sinui und Cosinus der Bogen Ton 3 xu 3 Grad. 
sin <y = cos 90' = 



sin 3' = <».S7" •= i[|/ ?+K-y+l /(ä + l/5)— y(15+3|/5)— K;— K;] 

»■» 6» = (»»»i" = i [1/(30+61/5)— 1—1/5] 

sin S-=cosSl' = i [l/J+l/J— Vß^Fs)] = J [J/(3+l/5)-J/(5— K5)) 

«»12" = COS7S' = i [1/3+1/(10+21/5)— K15] 

«•« 15" = coj 75" = i IVi—VÜ = JII/6— K2] 

sin 18" Si «)« 72" = ! t— 1 +K5] 

ii/121" = <»»69« = i[l/J+|/t+l/(15— 3l/5)+J/(5— 1/5)— K{— 1/V^] 

jfa 24» = «.66« = ä [1/3+1/15—1/(10-2 l75j] 

sinir = «5(53" = Ul/ä+l/(5+i/5)-I/ä] = : [1/(54-1/5)— 1/(3— 1/5)J 
«V(30" = cofbO" — i 

J1B33" = cosiT = i [t/ j+l/" +1 /(15+31/5)— l/(5+l/5)—|/;—l/t] 

sin 39' = cos 54" = J [1/(10-21/5)] 

»»39" = Mi 51" = ii|/|+ |/}+l/;+ l/V+l/(5—|/5)— 1/(15-31/5)] 

o»42" = (»«48» = } [1+1/(30+61/5)— K5) 

«in 45" := CO« 45" = I/^ 

)" = co»42" = J [l/15+l/(IO+21/i5— 1/35 

l" = »»39» = j[l/t+l/-!^+l/(5— l/5)+l/(15— 31/5)^1/4- 1/{] 
1» = cot 36» = J [1+1/5] 

r» = to»33» = J[l/f+l/f+l/(5+K5)+l/(15+31/ä)— Ki— W] 

)" = cos 30" = il/3 

)» = C0.27" = i[y'i+ V{b+Vb)- Vy] f= {[V^(5+K5)+l/(3— 1/5)] 

S" = cos 24" = i [l+VlSÜ- 61/5)+l/5] 

)• = COS21» = i[l/ j+l/?+l/ |+t/V+l/(15-Sl/5)-t/(5— K5)] 

i" = cos 18» = J (1/(10+21/5)] 

5" = «OS 15» = i g/j+V i] = i [1/ 6+1/2] 

I" = coslS" = {[l/5+l/(30+6K5) — 1] 
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««81« = «w9« = i [t/|+KI+K( 5— l/S)] = 4 [1/(3+1/5)+ V(5-l/6)J 

wi84« s= a»*6« = I [1/3+1/15+1/(10— 2l/5)J 

««87« = aM3« = i[KH-KV^+l/(5+l/5)+]/(15+3l/5)-l/|-l/|] 

B), Zosammenstellung einiger anderen brauchbaren Werthe für 

die Sinus und Cosinus bestimmter Bogen. 



sin^ 7|* = cos 82|« 



=iV^ 



J/2— 1/6 



) 



«I» llj» s=s CM 78f • = 1 1/[2— 1/(2+1/2)] 
««221» Ä «w674» = 1 1/(2— 1/2) 

<w» 331" =s cwSe^o sg 1 1/ [2— 1/(2— 1/2)] 
^371« = ««52^« = il/pq^ 

^521o^.^37|o»|}/ PTP^ 

*f» 564« 3= cos 33 J« =s I K[2+|/(2— l/2)J 
««67i» = aM22|<» =i i 1/(2+1/2) 

JIB78J« = «wll^« =s |l/[2+J/(2+l/2)j 
C) Werthe für die Tangenten und Cetangenten Ton 3 zu 3 Grad. 



^a«y3^ = €»/87<>Ä 



K(i-Ä)-2+l/3 



i+KO-^^^ 

2+t/3— l/(5+2t/5) ' 
1 +(2+1/3). 1/(5+21/5) 

?:i|^.a/5-l)-.(l/3-l).l/(5+l/5) 
^:^^.(|/5-l>+(I/3+l).l/(5+l/5) 



— soo — 

Au«KcilrU<kt durch ! 

21, eo»a, aecu, caieca; 

22. »ec II, rotec u j 
2J. tanga, cot u, rntcca', 




tango 



S4. teca, rftau, taitg a; 

25. »eca, coia, eot u; (seca — cosa)coto, 

o) In voracliiedciuirtigeii Funktionen des halben Bogei 

27. »in^,ro/^i 1 -(±««f =F«>^y)' 

2». «n|, /<M^j; 



tätig ^ 



_2 
2 



3 



J + o 
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mg 18« = CO« 72» = ]/ (l- A) 

= V(1-2I/|) 

1 

~ V(5+2l/5) 



fl»«- 21» = «rf 69» = 

»7 



k:^.(l/5+l)+(l/3+l).l/(5-l/5) 

1/2 

_ i/(5— 2|/5)— 2+K3 
~ 1-^(2—1/3) . 1/(5—2 1/5) 



k^.fl/5+l)+(l/3-l).K(5-K5) 



2-1/3+1/(1+175) 

/.«g^24- = «>/66- = 1>3--V(5=2I75) 
^ l+]/[3(5— 2K5)] 

Im) 

3 ^ 




1/3.(1/5+1) l/^ S-l^S N 

== ^5+1+1/(3(5:^ 

toMr27«» s= CO« 63» = — — — 1>^ — 7 

1. 



B b 



taug 






1p5)-l 




't3(5+31/'5)]_I 



I/('-Ä)] 



Kä 



■{1/3— 1). 1/(5—1/5) 
•(|/3+l).K(5=Fi 

-2K5) 



— 196 — 



mg 42» = cot 48» = 






31 5+1/5) - 






ms 45» 


= 


cotii' 


«.^4S° 




»142" 


«»y51« 


= 


CO« 39° 


■<i«ä-54" 




<»136» 



JonjST« 


= 


«>133« 


Ianj60° 


= 


<»>(30" 


'Q7JJ 63' 


=: 


(»f27« 



i/3(i.5_7;tF(5^ 

_ K3+l/i5'qi2i75) 

1/3(5+21/5) — 1 

^ l+(2+|/3).l/(T-^^^2p^ 
2+1/3— K(5— 21/5) 

~ 1/(5-21/5) 
_ V(5— 21/5) 

= K?T^, 

l-(2-l/3).l/(l-ifJ 

2_v/3+K(.-i|-5) 
» + 



laj.j66» = cD(24« = 



— V 

1/5/ 

K5+l/(5— 2|/5)— 1 
1+Kf3(5-21^ 
K3— K(5— 2|/5) 



.-K(. 
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limg 27" = cot 63° = 




img 30° = CO« 60° = j73 

= t-K3 
1/3—1 
— 3— K3 

' 1/15-2 l/5)+S-l/3) 
(onj 33° = CO« 57° — j/5_(3_p/3) |/(a— 

l_(2-l/3)-K ( 
2+1/3+1 
~ 2l /(T+2|75 )+ 
(o»j36° = M(54° = 1/(5-21/5) 




>- 4»°) 



— 197 — 
cc) Die Funktionen rür t (=- So") 



= J.V(10-21/6) 



: 300 



einen «Ir j (= äSJ") 

.K (2-|/'2) 
: i.J/(2TF2) 
= 1/2—1 
= 1/ 2+1 

.. coiec = 1/2P+V/2) 

I) Die Funktionen fiii ^ (= IS») 

1. „•» 1=1-0 /5-1) 

2. CO. =i. 1 /(10+21/5 ) 

3. ^,=K^^^ 
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• 


FürO" 


Für einen Z. a 

zwischen 0** und GO** 

(erster Quadrant) 


Für 900 


ff 

Für einen Z. a 

zwischen ÜO^ und 180* 

(zweiter Quadrant) 


Sinus a 

t . 


= 


= -j- sin a w 


= + 1 


^ 4-Ji/i(1800— a) 


Coshms OL 


= + 1 


= -^cosa a 


= 


= — co*(180<>— «) 
= — ^m(a— 90") 


' Tangente et 


= 


= -^ianga w 


=:00 


= — /öWg-(180®--a) 

co^(a— 90^) 


Cotangente a 

m 


= oo 


= -^-cota a 


— - 


= — «>/(180«— a) 

= — tang («—90») 


Seccmte a 


= + i 


= ^seca w 


= oo 


=: —sec {iSO^^a) 
=3 — coscc{u — 90*0 


Cosecante a 


= oo 


= -j- <^osec a a 


«+i 


= 4- coj^cr (180®— a> 
= +*^?c(a— 90«) ^ 


Sintis vei*Siis a 


= 


= -{-sinversu w 


=+1 


== 2 — 5m vers (180®-^) 
= 2 — cosvers{oL—^QP) 


Cosinus versus a 


=4-1 


= '\- cos versa a 


= 


= C05 t^^Tf (180® — a) 

w 
= 51/1 v^5 («— 90*0 



Anmerkungen. 1) Det Buclistabe w bedeutet, dafs die Funktion wächst, wählend der Bogen 

2) Ucberschrcttet der Bogen ein oder mehreremal das Maaia Yon 360*, so wu4 
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Für 180» 


Für einen JL a 

zwischen 180^ und 270^ 

(dritter Quadrant) 


Fär270» 


Für einen Z. a 

zwischen 270^ und 360« 

(vierter Quadrant) 


Fär360« 


= 


= —*/»(«— 180») 
= — roi(270°— a) 


SÄ — 1 


= — sin (360«— a) 

== —CO^(a— 270«) 


= 


= — 1 


^-^COB (a— 180») 

r= — W» (270»— a) " 


= 


= + cos (360«— a) 

=^ +^i/j(a— 270«) ^ 


= + 1 


= 


=s +<OBSr(a— 180") 

= 4- eo* (270»— a) ^ 


s=oo 


= — /flr/:s'(360«— a) 
= —CO/ (a— 270«) 


= 


=:oo 


=t +COf(a— 180») 
SÄ -|- tang (270»— a) 


= 


— _co/(360«— a) 
t= — tahg (a— 270«) 


= oo 




Ä— *«?(a— 180») 

w 

= — cosec (270*»—«) 


= oo 


= +jrc(360«— «) 
= 4- «>j^c(a— 270«) 


=+I 


s=00 


= _co^r(a— 180«) 
= — ^c(270®— et) 


= — 1 


= — cosec (350«— a) 

= — JÄr(a— 270«) ^ 


=SOO 


=.+2 


= 2 — »iit«!r*(a— 180») 
3=2— cos vers (270»— a) " 


=+1 

= + 2 


= sin vers {36(P — «) 

a 
9= COSr^^(a — 270«) \ 


= 


=+1 


= 2 — «»t«r*(270»— «) 
= 2~co*ver*(a— 180^ 


= 2 — co^r^rr^ («—270«) 
= 2 — w« wrj (360«— a) * 


= 1 . 



wScIlst; A hingegen» dais die Funktion abnimmt» wenn der Bogen wächst. 
360* so oft alxgeiogea» ab dict mögltdi itt, ohne eine aegatiye Zahl zu erhalten. 
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4. cot =a 1/(5+21/5) 
6. cosec = l/ö-J-l 



TTT. Werlhe ftir sänimtliche Funktionen, ausgedrückt durch alle andere. 



A) Werthe für den Sijius oe. 

a) In gleichartigen Funktionen desselben Bogens. 
Ausgedrückt durch: Fonnel: 

1. fo^oc; * }/(l — co^a) 

tansa 

^ 1 



ä. ro/ <* ; 



4. sec OL ; 



5. '^ cosec ot'y 



1/(1 + ^-o^" «) 

Y(sec^ a — 1) 



1 



b) In gleichartigen Funktionen des halben Bogens. 



7. C05 5^ ; 



8. /a/i^Jj 









9. coi^\ 



a 2 



l + cttf»^ 
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Änsgedriickt durch: 



Fonnel: 



a 



10. sec ^ ; 



i.yu-'^-i) 



«c"| 



a 



11. cosec 5»; . 



.]/(«,*«- «~i) 






12. sin2oi; 

13. C0^2a; 

14. tong- 2a ; 



c) Iii gleichartigen Funktionen des doppelten Bogens. 

]/(! + W» 2^;c) —1/(1 — ^ 2r^) 

2 



K(i 



— CO* 2a 



=) 



15. CO/ 2a; 



16. 5er 2a; 

17. cosec 2a; 



^/'/ ^/(l+^g^2«)-l ^ _ 

r V 2 1/(1 4- tewy* 2cx) y ~ 

— K V*- l4./flny^2« ^ 

l/^/ T/(T+ co/^ 2a) — CO/ 2a ^ _ 
>^ V 2 1/(1 + cö/^ 2a) / ~ 

_ }/ fi 1 + CO/* 2a — CO/ 2a |/(1 + C0<^ 2a) ^ 
"* ''^ V*' l+CO/*2a / 

l/ f sec2a — i \ 

y \ ^sec'la. ) ' ' 

, '\/ ( cosec 2a -f- i/ \ t \/ ( cosec 2a— 1\ 

^ ' '^ \ co^ec 2a / 'i^Y \ cosec 2a / 



d) In versdiiedenarti^en Funktionen des einfachen Bogens. 



18. cos a^ tang a; 

19. co^a, cot ok\ 

20. tangoy seca; 



cos a . tang a 

cos OL 

cot» 
fanga 
seca 



— 800 — 

Ausgedrückt durch: Form«l; 

cos a, . sec Ol 

21. cosa, sec ct. coseca: 

' ^ ' cosecu 

22. Sic a, eosec a ; 

23. tanga, cota, coseca; 



\/{sed'a-^cosec'' a) 
tang a, . cot a 



24. seca, cosa, tanga; — 

25. sec a, cos a, cot a ; (sec a — cos a) cot a 

e) In versdüedtinartigen Funktionen des halben Bogens. 

96. sin^, cossi 2 j/n =7 . «w ^ 



27. «»g. ««2' 

28. sin-, tang^i 

29. '*"»!> sec^i 

30. öw|, tang^i 



i^^±sin^^cos~y 



31. «Ms, cot 



2' . 
a 






a 



901 



Ausgedtüdct dn«b: 



34. iang^, sec^; 

35, t<^f^ Ki cosec g-; 



36. cot^n sec-^'y 



37. <^^5-j ro^^cTx-; 



^. a a 

i^, se0^y cosec -^'y 



39. ^^^qj cosec ^; 



Fonnel: 



2 fang j^ 






a 



(X 



tong^ .cosec^^, 
2 



(X a 



2co^| 



<x 
cosec^^ 



a 



a 



sec 5- . co^^c y 

a a 

2 ^^c =• . cosec ^ 



sec^ o + CO j^c* ^ 



/ 



f) Vetmischte Ausdrücke ans den Funktionen des einfachen, halben und 

doppelten u. *8. w. Winkels zusammengesetzt. 



40. cosoLy sin2cx'y 

41. cosuy sin 2a; 

42. cosay cos^a-y 



43. co^ a. 



^«'»«rj; 



«>^i' 



. id. id. ; 



I. 



\^{X 4* Ä» 2a) — cos at 
cos^a — 1/(1 — sin 2a) 
\<^{cos^ a -— co^ 2a) 

'«^^2 ^ '^^*'*^ "^ a " 

CO#j 

1 — cosii ,- V ^ « 

— — — = ii^^cosaScoi^ 

C c 



= ^ 



AiMgecUttdit durch: 



F&matk 



a 



4X rn#oi,reXj; 



^ fti», t«ngp 



^•mi^ 






«^^^ i4s M.} 



,V\ ♦WiA>+«). «w(30— «); 

Mv >«*HM>+«), *M»(60— a); 

.\^ «iw(W)4-«), CO* (60— a); 

\|, «wo, Wl»(60+a); 

^^^ «mvy «»(60— a); 

\X OM«, <w(60+a); 

>V^ CMo, cw(60— «); 

59. '«V («—?)> 



1 



a 



CO* s- — coi IX 



fong ^ -{■ oetf a 



1 — 



cosa 






1 — 



oewa 



cet 



(45-1) '*>' '• 



jm (30+a) — an (30—«) 

cos (30 — a) — CO* (30 4- «) 
*«» (60+a) — *«» (60—«) 
cos (60— «) — CO* (60+a) 

2 (*;« (60+a) — J . 1/(3. CO*«)) 
2 (4 . 1/3 .cosu—sin (60-^«)) 

1 CO* g — CO* (60 4h«) 

TTps 

«»* (60 — g) -~\cosaL 

2 «»«(45+0 — 1 
l-^2*6.«(45— I) 



^ 3113 «- 

AiufgedrudEt duidi; Foimel: 

«Mg^fdS + J) — 1 

60. tangU& + t\ ' ) ' a( 



61. cot 



(«-;-)' 



cof 



(«-.)- 



62. CO/ (45+1); 



cöt*(45 — ^^ + i 
l__«>/«(45+j) 
1+ CO/* (45+1) 



63. .^>^ 45+|>/a^(45^|); ^ ^^ 

/ong- (^45 + j j + /«Bg- ^45 — ^ j 

64. /.^45+|>c^(45+|> L«^ j^^^! 
66. *w(45+«),*/»(45-«); ^/» (46+«) -- ;»„ (45-a) 

. CO* (45-J-«)5 CO*(45— Ot); ^^ '-rrj^ ^ ■ ' ^ 

B) Werthc für den Cosinus a. 

a) In gleidiartigen Funktionen desselben Bogens. 

' Ausgedrückt dordi: Fonnel: 

1. sin a^ 1/(1— «Va) 

% tangoki _ 

'^{i + tang^a) 

Cc 2 



• 1 



904 ^ 



Aiugedriickl dardi: 



3. cai a\ 



4. sec OL ; 



5. cosec OL ; 



Formel 



cot OL 



1/(1 4- CO/* a) 

1 

}/(cojgc* « — 1) 
cosec a 



; * 



6. '^''^o» 



8. tang^\ 



a 



10. *^2* 



11. cosec^'y 



b) In gleiduurtigen Funktionell des lialben Bogens. 



^ ' OL 

9. co#^; 



a 



1 — 251^2 



a 



2a>**j — 1 

1— /flU^J 

l + ^ö«g:»| 

coi^-^^ 1 
2 — ^«^o 



12. j/n2a; 



c) In gleicharligen Funktionen des doppelten Bogens. 



1/ ri+i/(i— ^'^*ä^ 

L. ^ -J 



1/(1 + «B 2«) + 1/(1 — *H» 2a) 

2 



SD5 



13. cos 2a; 

14. iattg^i 



Foimel: 



1/ [ V(TT<a^ 2«) + 1 1 _ 
. ); 2 K(l + to wg« 2a) -^ ' 



15. eö/2a; 






cot* 2a) '\- cot ja 



16. J^C 2a ; 



17. coj€c2a; 



2 ]/(l + cot* 2a) 

_ iXft l + CO<^2a + €?o/2a.l/(l+Cü/^2a) 
~/ U' l + cof«2a ^J 

ly/ Tcosec 2a 4- \/{cosec^ 2a — ^ 



2co^^c2a 

d) In versdiiedenarilgen Fanktio&en des einfachen Bogens. 

sin a 



18. sina, tang a\ 

19. sinaj cota; 

20. tango^ cosecQL; 

21. cot a, cosec a; 

22. im a, foT^ äy i^ec a; 

23. sina, tanga, seca; 

24. sin (Xj tang a, cosec a; 

25. im a, co^ a, cosec a; 

26. im a, i&c a, roi^c a ; 

27. tang aj cot u^ sec<x; 



tang a 
sin a . cot a 

1 
tang a . cosec u 
cota 
cosec a 

1 -f- im a 
sec a -|- tongp a 

1 — sin a 
i^ca — tanga 
{cosec a — sin a) tang a 
OOiec a — sin a 

cot a 
sin a . cosec a 

tmga.C0t a, 
sec a 
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4- cot =3 1/(5+ 2 J/5) 

6. cosec =: J/S-f-l 



IIL Werthe ftir sanimtliche Funktionen, ausgedrückt durch alle andere. 



A) Werthe für den Sifius «• 
a) In gleichartigen Funktionen desselben Bogens. 
Ausgedrückt durch: Formel: 

1. «M«; ' 1/(1 — eo«*a) 

1/(1 H-'a»«^"«) 
' 1 ' 

|/(1 +«><»«) 
4. ««r«; V^I^EEI) 



5. ' cosec ai 



seca 
1 



6. *m^; 

7. C05 5^ ; 



8. tangp 



cosec a - 
b) In gleichartigen Funktionen des halben Bogens. 



1 + tony» g. 



9- «ttj; 



2«,*^ 



l-f«rf*J 
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Ausgedrückt durch: Fprmel: 



10. sec-^^ 



a.KC-^^-i) 



ex 



11. cosec ^\ . 



2.\/{cose<-l-.i) 



cosec^^ 



c) la gleichartigen Funktionen des doppelten Bogens. 

12. .«,2«: V{i+sm^.)-]/(i-sv.2a) 

* 2 

13. CO* 2a; l/JiE^IEj 

14. tang2a; 1 / /t/(l + to«y»2^ö=T j _ 

^ »^ V 2 1/(1 + *<»^* 2«) y "~ 

^ V^' i4-*öB^»2a / 

15. «,«2«; \/ (]/(iT^^F2^)-cot 2a \ 

^ ^ 2 l/{i-{^ cot' 2a) / 

__ ]/ fi 1 + cot* 2« — co< 2« l/(T+"co<» 2«) ^ 
— K V. • l + «)/«2a / 

»^ \ 2*<jc2a / ' - 

17. coseciui . * |.T/7^^ij_,j. 1/(^^1) 

d) Dl versdiiedenarti^en Funktionen des einfachen Bogens. 

18. cos a, lang a; cos a . tang a 



16. 5€e 2a ; 



COSa 



19. COJ or, CO/ a ; 

CO/« 

20. tanea, seca; — ^— 

^ . seca 



( I • « I 



Auagedr&dct durch: Fonnd: 

. - , . . .i-r. V sin (60— «) + i «i» a 
'54. «»«,«»(60—«); — i — ^ .\Ä 

55. *iB«, «»«(60+«); 2 («>* (60+ «) + 1 . 1/3 . «n «) 

56. sina, cos{6X> — «); 2(co*(60 — a) — ^.l/Z.sina) 

57. f«iiff(45+^W(45+j); — H — 

58. c«.(45-;->«.(45+j); ^^(^_.);^^(^^.^ 

59. '-^(-+i>-^(--2-)'^„^(^^«);,„^(,,_«) 

61. ^m (45+0 ^m (45-^); 2«i.(45+^).««(45-j) 

62. «/»(30+a), «w(30— a); «»(30+a) + ^» (30 — a) 

üo /'in I \ W5A \ gO^ (3 4-«) + COS (30 — g) 

63. cos (30+ot), cos (30 — a); i ' ■ * ' ^ ^— . 

64. co^(60+a), coä(60— a); co5(60-fa) + «>*(60— a) 

65. ^»(60+a), ^m(60— «); — i— -S — '-jp^ — 

C) Werlhe für die Tangente a. 

9) In ^gleidiadigen Funktionen desselben Bogens.' 
durch : Formel : 

» 

sina- " '' 

1/(1 — sin* a) 

|/(1 — cos* a) 
COSa 
i 
iOOta 



1. sina; 



2. co^oc; 



3. cot a; 



4. seca; P^(mc^ » 4" 

1 



5. co^^a; 



6. sin-=r; 






8. iang^', 



9. co^-5-; 



10. $ec -jr ; 



11. COSeC'=r\ 



12. A*/»2a; 



. -, . K(w«?* — 1) 

b) lo gleldiatiigra Funktionell des halben Bogens. 



2^fj/(l-^«f) 



t ; • f 



2««J.l/(l-.co^|) 



2' • „ a 



1 



2<«iV^ 



i'^tang*^ > .t. 



2€0t-^ 



2' a 



2 



2l/(^|-l) 



2' ^ a 



2K («»^1 - 



2' a ^ 

co^^c* TT — 2 



1 « 



2 



c) In gleichartigen Funktionen des doppelten Bogens. 

* J/(l +«n 2a)t— 1/(1 —««2«) 



s:s 



1/(1 -f. *m 2a) + 1/(1 ^ jiff 2«) 






I. 



Dd 



90» 



AusBedr&dct dnidi: Form^: 

•54. «»o, «i»(60— a); — i — ^ ^y^ ^ 

' 55. sin a, CT* (60+ «) ; 2 (cos (60+ a) + 1 . 1/3 . sin «) 

56. sin «, cos (60—«); 2 {cos (60— «) — | . 1/3 • *»» «) 

57. «anff('45+f\ arf('4ö+|); r jpr 7 — r 

58. «)<('45— !),«>< (45+1); ^ 7 ^ 

59. f«««r(45+|),«any(45-|); / x /,^ «n 

60. CT*(45 + |-), CT*(45— J); 2 co* (45 + 1) .«w (45— |) 

61. «»(45+J), ««(45— ^); 2^(45+1). *i»(45-|) ^ 

62. *w(30+a), «»(30— «); *m(30+a) + ««(30— a) 

,n..» V CT«(30 + a) + CT*(30 — «) 

63. CT*(30+a), CT«(30— «); ^ T '^^ i- i> 

64. CT*(60+a), CO* (60— a); co« (60+a) + CT* (60— a) 

- . . . /^yv V *Mi(6J)+a) + *i«(60— «) 

65. «»(60+a), *m(60— a); ^ ~ ^3 — ^ • 

C) Werthc für die Tangente a. 

a) In 'gleidiariigen Funktionen desselben Bogens/ . 
AusgedfiidLt durch: Formel: 



stna 



1. sina; =—======*» 

1/(1 — sm^ a) 

1/(1 —CT** a) 

2. CT*a; -^^ 

i 

3. CTi«;_ ^2j^ 



• ♦ 



AusgeArückt dvrdii , Foimfel: . . > i 

5. «««.«; ^^ ^^ Jj-^^^ 



■ 

b) In glcidudrligeo Funktionen des lialben Bogens. 



6. -Si/i-jr-; 



7. co^-5-; 



8. /öwy^; 



9. CO/ -x" ; 



10. sec -5- ; 



11. cosec-^; 



12. .0/» 2a; 



•KÖ 



2' a 



2 



2««fy(i-.«,^l) 



2' ^ a 



1 



oc 






2*^*2 



2' « . 



2 



2l/(««^^-l) 



2' ^ a 



2]/^(a>j?^^,^-l) 



2' a .. 

00 J^c* TT — 2 



e) In gleiehartigen Funktionen des doppelten Bogens. 

' 1/(1 + «» 2a) — V(l — «in 2«) 



1/(1 + *ii»2a)4-l/(t — *w2a) 






I. 



Dd 



i04 -^ 



Ausgedrttdit dutdi: 
3* cai a; 

A. seca; 

i 

5. cosec a ; 



Fonnel : 
cota 
1/(1 + CO/* «1 
1 

^{posed^ g — 1) 



( * 



7. C05 5-; 



8. /ßwg-J; 



a 



10. ^ä:^; 



Ol 

11. cosec^; 



b) In gleicharttgen Funktionen des halben Bogens. 



9. cot-^; 



a 



1 — 2*w«^ 
2äo^^— 1 

» . 

2 — jcc*j 

»X. 

ew^Ä-— 2 

a 



12. ^ii}2a; 



c) In gleicharligen Funktionen des doppelten Bogens. 



1/ [ "1+1/(1— ^»'ä^ ^ 

U ^ »J 

1/(1 + 5M» 2«) + 1/(1— *H»2a) 

= .— ^ 2 



13. cos 2a; 

14. im^ia; 



Foimel: 



1/^PF^ 



15. cot 2oL ; 



16. sec 2a ; 



17. cosec 3tx ; 



. j; 2 1/(1 + ^«'»ff* 2a) -J 

1 y [ V(r+cof» 2a)+co<2« 1- _ 
'^ L^ 2 1/(1 + CO/» 2a) J ~ 

_ IXPi l + CQ/^2a + CO/2a.[/(l+CO/»2a) 
~/ U' l + C0/«2a ^. 

\/( sec 2a + 1 \ 
- ^^ \ 2^^cr2a / 

l/^ ^cosec 2a + \/{cosec^ 2a — 1) 1 
^ L 2co^ec2a J . 



d) In verschiedenartigen Fonktionen des einfiEichen Bogens. 

sina 



18. sin aj lang a; 

19. sina^ cOta\ 

20. tangok^ cosec a; 

21. £X>/a, co^ca; 

22. ^a, timgoty seca; 

23. jmo, tanga, seca; 

24. .a>i a, fa/ag" a, co^^C a; 

25. 57/» ttf cot Uy cosec a; 

26. sin a, sec a, cosec a; 

27. /on^ a, CO/ a^ ^c a; 



tanga 
sin a • CO/ a 

1 
/or/g' a . cosec a 
co/a 
cosec a 

1 -j" jm g 
sec a -|- /«rii^ a 

1 — sin a 
sec a — tang a 
{cosec OL — sin a) /crw^ a 
cosec a — .^m a 

cot a 
.Vi/» a . cosec a 
*CC a / 

tang g . co/ a 



e) Vermischle AusdrüciDe aus den Funktionen des einbcbbn» hrihfti wd ioppdtea 

Bebens zusanrnivgesettt. 



Ausgedrückt durch: 



28. ««»2' ^^^2^ 



29. tarig^y co/ j; 



30. sma, ^^^S^y 



Formel : 
«>^2'^^'^2 



stna 



— 1 



a 
31. «W«, ^^^Q' 



a 



.fui a. cot-^ — 1 



32. sina, tang^; 

a 

33. 5m a, cot^'y 



1 — 5/« oc . tang ^ 



1 — 



Sinu 
cot^ 



34. tewg-ot, /flwg-^; 



1 -j- f a/iy a . tang ^ 



a 



a 



35. cot a, co^ ö y 



36. cosecoL^ t^v^af 



cot a, cot ^ 

cof a . cot 5" + * 
1 



1 



cosec a . f ai^ ^ 



37. cosec oi^ timg^; 



38. cosec Oy cot^; 



1 — 



^«'»6^^ 



cosec a 



a 

cosec a 



— 1 



«7 



Ausgedruckt durch: 



r.t't l 



a 



39. caseca^ cot^; 



. sin2a^ sin a; 



41. cosa, cos%Mi 



42. eoseca^ cosec^^ 

43. sin %3t^ sin ^; 

44. siniay sin^; 



.45 



. sina, tang^Aö-^-^J; 



46. ^inotf tangfi&^^jl 

47. ^i#»a, toiiyf45— 5-)| 

48. jma, ^«wy(46-*-5-|; 

49. sinoy cat(i5-\-'^j; 



SO 



51 



. sinocycotfib — g-j; 



52. sinoj cot 



(«_!); 



S3. «ino, «»(öO-f-o*)) 



1 — 



Formel : 
1 



*. i 



rx 



coseca. cot-^ 



sii^%* 
2 sin a 

i'-}- cos 2a 
2cOSa 

coseca 
2 cosec ^oL 

1/(1 + «» 2«) — 



«»2 



Cft 



1/^(1 — «» 2a) 4" *m 5» 

1 -4- «» OL 

(1 — sin ot) . f awg- f 45 + ^ V 

(1 -j-^rn^a) . fang f 45 — ^ ) 
1 — sin OL 

(1 +«ra a) . CO/ f 45 + ö) 
1 — sin a 

1 -j- sina 



cot 



cot 



(1 — sina) . CO/ f 45 — Ä- 1 
11/3 



.-' 



Auagedrfidct durdi; Formel: 

* 54. «»«, «»(60— a); i 1 il ^ 

55. sina,cos(ßO-{-a); 2 (co* (60+ «) + 1 . 1/3 .«» «) 

56. «B «, «w (60— o) ; 2 {cos (60— a) — | . K3 • *w» a) 

57. *«»S-(45+|),«»*(45+^); —? — 

5S. «,.(45-;-),.<45H-^); ^^^^_.);^^^^^.>^ 

60. ^0^(454--?-), co5(45— ~j; .2co^(45 + |-) • co^(45— j) 

61. «1^(45+1^), ^m (45-^); 2^"ii^45+|)..i/i(45-j) 

6?. W> (30+a), ^m (30— a); ^/» (SO+a) + sin (30— a) 

ir«^ /in \ \ /^i\ \ cos (304-0)-^ cos (30 — a) 

63. C05 (30+a), ccw (30— a); ^ * — ^-^^ ^ ^ 

64. co5(60-f-a), co^(60 — a); ro5(604-«) + ^*(60 — «) 

^c • /i:n I \ -• /^ \ «»>l(60+a)-f-w/(60 — a) 

65. ^/i(60+a), 5m(60—a); — ^—^ — '-rj^ — i ^ 

C) Werthc für die Tangente a. 

a) In ^gleichartigen Funktionen desselben Bogens. . 
Ausgedrüd^t durch; Formel: 



1. sina; 



2. cosa; 

3. cot a; 



K (1 — 5in* a) 

1/(1 — co^^ g) 
costx 

i 

fiota 



Aosgedriickt dmAt 

4. secot; 

5. easec a; . 



6. 



/. 



8. 



10. 



11. 






COS-^', 






9. cot -g- ; 



sec-^', 



cosec-^; 



12. sin 2a; 



13. cos2(x; 



z. 



1 



'» i 



b) In gletdiatriig» Funktionea des halben Bogens. 



• s 



. 1. 



s^|.|/(i-»».|) 



a 



l — 2m»^ 



«• 



2«„J.l/(l-co^j) 



a 



2eo**^ — 1 



2<«y|- 






a 



2 — 5«:* 3" 



2|/(«>*^i-0 



a 






1 . • • 



c) In gleiehartigen Funktionen des doppelten Bogens. 

' l/(l-j-jm2^ — V(l — <i» 2«) 
1/(1 + «« 2a) + |/(t . ^ 2a) 



t X /l -- co72S >[ 
'^Al+«M2a/ 



Dd 



> .t. 



Ausgedrückt durch: 

14. fang 2a; 

15. cot 2a; 

16. #ec2a; 

17. eosec2ai 



d) In yi 

18. sinoj cosa; 
' 19* sinay secai 
20. cas.Of coseca; 

X 21« «eco, eo^eca; 



22. sin otj cos Of cot a; 

23» M» a, cos o, ^^ a; 

24. sintXj cota^ coseca; 

2Ö. co^ocy sec Oj cota; 






Formel i 



-<• *• » •«•• 




(Ä 



+i)-t 



• temg%» 
. - VO H* «W» 2a) — CO« 2a 

: t^(<»J<?c a« 4^!) ^ )/(cosec 2« — 1) 
. K (<»«Bc2a -f- 1) + \/\cosec 2a— 1> 

artigen Funktionen des einfachen Bogens. 
sina 



cosa 

sin a . sec a 

1 
<'(l^ a . co^^c a 



COJ^^C a 

jin^a . cof^ a 
A^c a *^ C05 a 

jama 
sin Ck . co|^r a 

cota 

COS OL « sec a 

CO/a 



e) In verschiedenartigen Funktionen des halben Bogens. 



26. sin-q^yCOs^\ 



, ^ a 

2 ^//» 5- . CO* 5- 



27. sm^j cos^; 



2. , a a 

5m 5- . COS ^ 

T — 2r«~" 

ieos^^^i 



>11 



AuAgtibwdA doidi: 



28. ■««S-» «o^sL. 
29- tang^^ cotp 



Formel: 
2sm ^. cos 5- 



a 



<x 



cos^ ;r — snr =• 



cot^ — taag^ 

a 



30. iang^;jet^y 



2 fang ^ 



.•-■• • 



«5u -COt^i tO$€C^f 



' .1 



«w « 



(X 



32. smioi,.cos2a; 



S)^In veieeUodenartigeii Funktionen des dappel|f^ Bpgf^ns» 

*m2a 



4 "■ 



> • * > • 



t I 



33. slrk^a, cos^oiy 

34. fcö5 ?«,' «to^^r 2ä ; * 

35. cos2(x^ cosec2a; 

36. iOBg 2«> *e^£^ 2«; 

37. CO/ 2a, ceser2»; 



1 -j-<^0^2a 
1 — cos 2a 



^i/i 2 



cc 



(1 — cos 2o^ tK>5£c 2a 

(1 4" cos 2a) CO^^^ 2a 



•[X/toi»gr2a. 
'^ \ia/7ir2a.< 



rojtfcSa^*- 



flr/i jT 2a . cosec 2a -f- 



^) 



cosec 2oL — cot 2a 
:^^^ Ja -{- ^/ 2^ 



) 



g) Vermischte Ausdmcke ans den Funktionen des einfachen mii doppelten 

. . Bosens zusammengesetzt. 

38. estÜie^coftti ' co# a<— 2 CO/ 2a 



u. s. W. 



39. seca, tang^] 



2 /^/^ 5- • ^^C a 

1 +'«»«* j 



Dd 2 



Aufedtöckt dofch: TimAi 

2 MC a . COt^ 
2 l+«rf«| 



41» #mSa, €0^0, Ml^$ 



V^(l -}- *'» 2a) — jw»^ 



.«. . « . a CO««-- 1/(1. — «i»2<») 

4ß. «mSfls «MO, «»j; ' " ^ 



«»>|-Hl/(1 — «»2a) 



43. .m(30+«), -w(30-.a). ««(30+a), «,(30-«); ZZttZ^^^'^t 

44 *»(30+«), *Ä,(30-.«), ca*(30+c^, ««00-«); Xl^+al+^i^la) 

46. «»(60+«), ««(6o-«);ca.(6o+«), ««leö-«); ^|g;:;:g:;i*{SJiai 

. *,^ . V . *^«. V /.r^ I V • "-• Ar/v V *m (60 +ot)-—ji» (60 — a) 

' 46. nn (60+«), m (60-«), cos (60+«), «w (60-«) j ^/(eo+«) + a»(60~a) 

4,1. iang\j&+jjy tang\JS^-^J; j- 

48. ««(45+j), «>/(45-9); -J^ "% ^ ^^ 



a a 



cw \^45 + -g^ J . CM f 46 — -^ j 



Anmerkung. Et laisen ticii ülieclumpt fiir die TangenU und CortfnEfepi^tf so viel Auidiikke ange- 
bcn, all et Combuuitionen switdien den Wenbcn für Sinus und Commf giebi; «ttebi ein Tbdl 
dendbeii fohlt n tebr yerwickelten Fonnen» welche tchwerlich }e in Anvrtodmg Voinmfn. 
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a) In 
Aiugedrückt durch; 



If sin a; 
2. co^a; 



3. fang a; 



4. sec OL ; 



u. cos€cai\ 



0. ^'»gp; 



7. cos -Ä^ ; 



8. tang^'^ 



a 



9. CO/ -5:; 



10.. *ec ^ ; 



D) Werthe für Cotangente cu 

igen Funktionen desselben Bogens. 

Formel : 

\/(i — sin" «) 
sm a 

COS OL 



s=? 



1/(1 — co^' «) 



tanga 



l/(.9tfc'a— 1) 



• 

b) In gleichartigen Funktionen des halben Bogens. 



a 



1 — 2*«»»^ 



««•»fy (»-"." j) 



a 



2 co*^ "o — 1 



2-f.l/(l— *|) 



1 — /ang^ ^ 



a 






2 — #^c^ ^ 



%ii 



Ausgedrückt durch: 



Formel: 



a 



11. cosec -5-; 



2 



12. 5m 2a; 

13. COS^a; 

14. tang2a; 

15. COt^Oi; 

16. J^C 2a ; 

17. cosec 2oL\ 



c) In gleicfaartigeli Funktionen des doppelten Bogens. 

l/(r + w» 2a) + 1/(1 — sin 2a)' 
l/( Pf<iJ» 2a) ~ V (i ^sin 2a) 

1// '1-"<»J2^ 
r U + «w2»/ 

l/(14-<a«g*2a)+l 
j(a;^2a 

T V^(l + «>'* 2a) 4- «>< 2a 

\/( sec 2a -pj[ \ 
' »^ Wc2a— -1/ 

\Afiosec 2a -}- 1) + V^ {cosec 2« 
V («M«c 2a -j- 1) — \/ {cosec 2a 



-1) 



-1) 



d) In Yeischiedenarügen Funktionen des einfachen Bogens. 

cos OL 



V6. 


sin XU, 


cosa; 


19. 


sin a, 


seca'y 


20. 


cqsa, 


1 
cosec ÖL ; 


21. 


seca. 


cosec a; 



sm a 



sm a • sec <x 
cos a . cosec a 
cosec <x 



22. sina, cos aj tanga; 

23. sina, cosa, seccx] 

24. sinay fang at, cosec ot; 

25. cosoiy tanga^ seca; 



seca 
sin OL 



« ^ 



cos a • tarfg^ a 

sin (X 
sec a — cos a 
.?m a . co^^c a 

cos a , sec et, * 



fang a 



iis^ 



e) In venchieclenaftigen Funktionen des halben Bogens. 



Ansgedriiekt duidi : 



26. sin ^j cos ^'j 



27. sm^, cosp 



28. sm^f ^os^i 



30- ^ö^j> *^<^^; 



^^ a a 

31. cot^9^cosec^; 



Formel : 



1— 2«>j»5 

■^ — 

2. a a 

^wi ^ . CO* g- 

2c»tf«^ — 1 
2 ^m ^ • cos 5- 

COS^ Q "" ^"* 5" 

2 *m ^ • CO* g- 



co^^ — /a«yj 



i — sec'^ 
a 



2tang^ 



a 



cosec* o *~ 2 



r 

f) In veracbiedenarligen Funktionen des doppelten Bogen». 



32. sin2ay co^^a; 

33. sin 2cf, cos 2^^l\. 

34. ro5 2a, cosec2a; 
33. eo*2a, C0*^2a; 

36. iangioy co^c^-, 



I 



1 + CO* 2a 

*i>»2a 
1 — cos^ 

i 

(1 — cos 2a) co*cc 2a 
(1 + ö9J 2a) cosec 2a 



H 



f q/ig- 2a . cOisec 2a «-}- 1 ^ 
ang 2a . co*cc 2a — 1/ 
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f) Vennifichte Anadriidbe aus den Fanklimen des eiiifiielieii» Mben, 

doppelten u. s. w. Bogens zusammengesetzt 

Ausgednlckt durch: Foiinel: 



41. casa^ m2a; * 

K (1 + *W 2a) — cosa 

42. eo^o, 5m 2a; . ^ 

cosa — \/{i — sinia) 

43. easct^ cas2a; " . 



l/(co** a — cos 2a) 




a 

1 «»'ä - 



45. co*a, { *; -^ _ l ; 

46. oaros cot^; cot^—^cota 



« a 



47. cota, tangp tang^^cota 



48. eoj a, 

CO/ 



(45+1)' ' ^« "l--««^.«,.(45+|) 



to«g-(46+|) cotUh-l) 

«,.(45+«) «>- l-.co,«.,a«^(45_^^) 

50. «OT(30+a), »b(30— a); Yl 

51. CO«(30+a), C0#(30— a); ! 

«w (30— «)—«>* (30+a) 

52. W*(60+a), «»(60— a); - , ^ 

^ '* iw(6ü4-«) — «»(^_«) 
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Ausgedrückt dnrdi: Formel: 

1/3 
i3. ««(60+«), «w(60-a)} -_--___p-p-^ 

1 

)4. CO*«, «i»(60+«); 2{s!n{b0-\-u)-.s^.y3.cosu) 

1 

Ä. coj«, «1.(60— ot); 2(i.l/3.«)*«-«n('>0^«)) 

, , - | .l/3 

)6. «w«, a)i(60+a); » CO* a — CO* (60+«) 

|.]/3 
)7. co*a, ««(60— a); cos (60 —a) — ^ cos o^ 

)8. *«»(454-^); ' 7 ä\ 

^ 2; 2 ««' (45 + -1) — 1 

^- ^"C*'-^)' 1-2^(45-^) 

1 + ^^(^5-1) 
50. .«^(46-^), ___^ 



61. /a/7^ 



62. cot 



63. co^ 



("-!)+ 



«,«»(45— |-) — 1 



(45-1), 
^ . l+^'(45+|) 



Ff 2 



.-«?- 
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Aiugedrückt dnrdi: Fonnel; ■ 

G) Werthe für Sinus versus «. 

a) In gleichartigen Funktionen desselben Bogens. 
Ansgedtückt durdi: Fonnel; 

1. sinai 1 — 1/(1— «««a) 

2. cosai X—cosa 

3. tanga-, ' V(l + <gg«)---l 

t/(l+toiiy 'a) 

4. w/a; 1/(1 + cof * «) ~ C0< « 

1/(1 -f- <»<* «) 

5. «ca; feco-l 



seca 



6. CO^a; cojggg — l/(«>^gc*« — 1) 

oo««c a 

b) In g^eidiartigen Funktionen des halbeiji Bogens. ' 
7- *"»f; 3*w»»|^ 



8. cos^^ 2(1 — «)«»-|Y 



« 



a to/^^; 






10. co/^; — * 



2 



€»«'^+1 



-^ 



3. 
4. 
5. 



8. 



Ausgedrückt dnvck: 



939 -^ 
Formel: 



4 " 

I. sec-^; 



.2. cosec-^'j 



3(»«'f 



-0 



et 



\ 



cosec^ -^ 



c) In vermifichten Funktionen des einfachen, doppelten u. s. w. Bogens. 



sin a, fang a; 
fang a, cosec a; 



6. co^o, coseca'y. 

7. 5m a, 5m 2a; 



a 



51/1-^, 0)5-^; 



/giy « — sin a 

tang et 
1 — • sin a • CO/ a 
t€U^ a , cosec a — 1 
' fang OL . €;o9^c a 

C05gC « — CO/ et 

cosec a 

sin g — j- 5m 2a 
5m a 

1 — c»5*-5-4'*"* o- 



1. sina; 

2. ro5 a; 

3. tanga; 



4. CO/ a; 



5. seca; 



6. eo5^ca; 



H)» Werthe für Cosinus versus «• 

a) In gleichartigen Funktionen desselben Bogens. 

Ausgedrückt durch: . ^ Formel: 

1 — sin a 

1— 1/(1— C05'a) 

\/{l + tang^ g) — tang a 

V(i+ta ng^a} 

1/(1 + CO/* g) — 1 



1/(1+ CO/« g) ' 

5^c g — X^ißec^ g — 1) 

5^ca 
C05ec g — 1 



» 



cosec a 



^ b) In gleichartigen Fnakdonen des halben Bogen«. 
Ausgedrückt durch: Formel; 



7. sm-^'. 



et 
8. cos -g- ; 



9. fang^i 



10. cot-^; 



(l ~- «my ly 



a 



1* » *^ 



11. ^^c-s-; 



^^c 



A 



KG 



9 « 



4A * 

12. cosec-^; 



eosed 



|-2.j/(«««^j-l) 



cose€^^ 



c) In vermischten Funktionen des einfachen, doppelten u. s. w, Bogens. 

13. cwa, tanga; l^^cosa.tanga 

U^^. . cota — cwa 

COta 

i 

15. tanga, seca; ^^" - ^*^f ** 

«CM 

16. «w*-^, co*^; 1—2*«»^.«»*^ 

17. «i«(45— |a); 2*w»(45— ia) 
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Auagedräckt durch: Formel: 

18. taagU&+^)i ^ 



/«iV»(45+|) + 



Anmerkttiig, Da der Gelmudi der Smui versus und Cosimu irersus in den Operationen der tri- 
gonometrischen Analysis edur gering ist» so hat man sidi auf obige Formeln für dieselben be- 
schränkt, ;ind diese Funktionen nicht weiter in £e folgenden Tafeln an%enommcn. 



IV. Formeln fhv die Funktionen des halben Bogens. 

I 
\ 

A) Ausdrücke für den Sinus |a. 

Ausgedrückt durch : Formel : 

1. sina\ I • }/(l + ^ «) — I •1/^(1 — ^ a) . 

1 y^Tl — cosa\ 

2. cosai Y ^-— ^ j 

l// ]/(T+7^^a)^l \ ^ 1 / 1/^ 1 \ 



3. tanga\ 



4. ro^ a; 



5. sec a; 



6. ea^^c a; 



1 / ( sec « -^ 1 ^ 

Ix fcosec a — \/(cosec^ a — 1) \ 
'^ \ 2cosec6t / 



B) Ausdrücke für den Cosinus \a. 

Aosgediückt durch: Formel: 

1. "sina; j- . |/ ( 1 + ^i/J a) -|- 1» . \^{i — sin u) 
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Ausgedrückt durch: 

4. cota; 



5. sec (X] 



6. COSCC a ; 



Formel: 






-2 1/(1 + eo<« a) 



) 



1 4" ^^g « 






\ 2 £Y>5^r a / 



C) Ausdrücke für die Tangente ^a. 

Ausgedrückt durchs Formel; 

1 — 1/(1— ^Va) 
sin a 

}/(i _ cos' 



1. sina; 



2. C05 a ; 

3. tanga; 

< 

A. cot <x ; 

VN 

5. secoL- 

6» cb5^c a; 

ß, coseca, cota; 



S^a) _ \X (i — COS a \ 



i-j^cos 
tanga 

1 

l/(coe* a -j- 1) -|^C0^ a 
\/( sec a — 1 \ 

«>J^C a — 1/^(00^«?» a -*- 1) 

' ^*^ Q^ _ 1 cos OL 

1 -J- cos a "^ ^m u 
cosec a — (x>/ a 

D) AusdrÜ4!ke für die Cotangente Ja. 



Ausgedruckt durch: 

1. sind\ 

2. co^ a; 

tanga-, ^ 
\0t a^ 



Formel : 

sin OL t 



X^ViX—sin^ix) 

]/(l + /flw^«a)+l 
)/(co^« « -f 1) -f- ro/ a 



Ausgedriidtt durdi 

coseca; 
. sina, cosa; 
cot a, cosec o; 

Ausgedrückt durch 

sin Ol; 
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Formel: 



K^Sl) 



cosec a.-\'\/{cose<^a — I) 
\-\-cosct -_ si n a 

nn a 1 — CO& a 

cosec a -^ cot a 

£) Ausdrücke für A'ic Sccante | 
■ Formel: 



i. 


tanga; 


4. 


COta; 


5. 


seca; 


6. 


coseca; 


7. 


sin a, tang o 


8. 


sin a, col a; 


9. 


COS ö, cosec . 



lA -, ^ ) = V[i-2.vir-=7. 

'' Vi +1/(1— »'»'")-' ™s — 

Vi{l+ tang' g —1/(1 + f„^ „)] 

1/ 2 U+<»'' "- ««». HR- ««■")]- 

l/2c0Jgc«[tPjgc « — 1/jCTM«:» a — 1)] 



y W»a + 



/ony» 



;) 



1 -f- iJ« ot . coi 



F) Ausdrücke für die Cosecante |a. 
Ausdrückt durch: Formel: 



K2ri + l/(l-»m-»)l 
sina 



65 



Ausgedrückt durch: 

3. taug (xy 

4. cot a; 

5. seca] 

6. cosec ui 

7. sinay lang u\ 

/ 

8. sin «y cot a 'y 

9. cosu^ coseca* 
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Formel : 
1/ä [1 + ian/t' a + 1/(1 + ^^i^" «)J 



y \secoL — 1/ 



K 2 co^^ a [cosec a -j- }/{cosec^ u — 1) j 






2 /q/jg' <x \ 
\ffa — sin aj 



r) 



,1 — sinfx . cot 
cosec a . 1/2 (1 -J- cos u) 



V. Formeln Pur die Funktionen des doppelten Bogens. 



AuAgedrücki durch: 

1. sina\ 

2.. cosa*^ 

3. tanga\ 

4. cot a; 

5. sin Uy cos a; 

7. cotf OL, cot a ; 

8. tanga, cota^ 

9. ^mor, ^^a; 



A) Ausdrucke für den Sinus 2a. 

Formel : 
2 sin a^ ]/(l — «n' a) 

2 co^ a . J/(l — coi* tt) 

2 teiy « 
1 -}" tang^ u 

2ro/« 

1 + €»/« u 

2 ^m a . cos a 
2 «V a 
tanga 
icos^ a 



cotu 



tnng a -|- cot tt 
2^ii»a 
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Ausgedrückt duidi: 



10. tangoty seea; 



11. cotat coseca; 



Formel : 
itanga 

2 cot a 



i * 



cosec* u 



1- 
2. 



B) Ausdrucke für den Cosinus 2ot. 

Ausgedrückt durch: 
sin oe; 
cos oi\ 



3. tanga; 



4. eota; 



5. seca; 



6. 


coseca; 




sinotj cosd] 


8. 


tanga,. cot CA] 



Formel : 
* 1 — 2 sin" OL 
2«)*^a— 1 
1 — tang'^ a 

1 -}- tang^ u 
rof^o — 1 

rof' + 1 

2 — - 5^c* OL 
sec^ (X 

cosed^ « — 2 

coscc'^ u 
cos'^ u — Ä7/i' a 

cot (X — ^17» «^ u 



C) Ausdrücke für die Tangente 2a, 



Ausgedrückt durch: 

1. fang a; 

2. cot ot\ 

3. «in ce, CO J et ; 

4. tanga^ COta; 

5. iangot, secn; 

N 

6. cof«, cotf^^r ä; 



Formel : 



2 /gwy « 



1 — tang^ a 


m 


2 cot Ol 




cot^ a — 1 




2 sin a . cos a 
1— 2jl>l*a ~ 


2 sin a . cos ol 
2ro.t*« — 1 


2 




cot « — tang a 


• 


2 tang a . 




2 — se^ OL 




2cota 




cosec^ a — 3 ' 





G52 
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1. tdiiga'^ 



' D) Ausdrücke für die Cotangente 2a. 

Ausgedrückt durch: Formel: 

1 "^ tang^ et 
2 lang a 

cot* a — 1 



2. COta; 



3. sin oiy cosai 



4. tangOy cota\ 
5.. tangoLy seccn'y 



6* cota, coseea\ 



St cot a 
1 — 2^w*a 2cos*a^i 

2' ■ i • * ' = s — ' 

Ji/» a . cio^ a 2 sm a . cos a 



cota — 



tanga 



\ 



2 — sec* g 

2/€l/l^a 

cosec^ g — 2 
2co^a 



£) Ausdrücke für die Secante 2a. 



Ausgedrückt durch: 
U sin g; >^ 

2. cos g; 

3« tangu^ 

4. CO/ g; 

5. s€c g; 

6. co^^ir g; 

7. tangUy cota^ 

8. ^seca, coseca; 

9. /iiwg*(45-j-g), fang' (45—«); 



' Formel 



1—2 *Mi* g 

1 
2«>**g— 1 
1 -{" /ong* g 

1 — timg* g 

co/^g + l 
co/2tt^l 

S€&o. 

2 — • *ec* g 

CQjgc'g 
rwec^g— 2 
gQ/ g -|* /giiy g 
CO/ g — - tang a 
seif* OL. cosec^ OL 
coseca OL — sec^ g 
/oiig- (45 -j- «) 4" tang (45 

2 



-«) 
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1. tanga; 

2. cot a; 



F) Ausdrücke für die Cosecante 2a. 

Ausgedrückt durtfk: Formel: 

1 4* tang^ OL 



sin (X, cos a; 



4« sina, secä; 
&. cosa^ coseca^ 
6. tang Of cot a; 



7. tangot^ secai 



8. cot a, CO^^ a; 



9. ^^ca, cosecai 



2 tang a 

1 4* CQ^^ « 
2co^a 

1 

2 ^m a . cos u 
seca 

2 ^i'/i a 
cosec a 
icosa 

tatig a -|- CO/ a 
2 

2/a/if a 

2co/a 



VI. Formeln fiir die Summen oder Difierenzen verschiedener Funktionen 
desselben Bogens^ und für die Summen oder Difierenzen der 

Quadrate dieser Funktionen. 



A) Ausdrücke für die Sumnre oder Differenz zweier Funktionen 

desselben Bo-gens. 

1. xi»a-{-«>ia = w»(45 + a) . V^2 

= 1/(1 +«»2«) 

2, cosiX'^ sin a = sin (45— a) . 1/2 

= cos (45+a) . 1/2 
= 1/(1— ^m2cx> 



I 

i 
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AiugedrQckt dordi: Fonnel: ■ 

65. .0^(45+0 «>*(45+0 ) l{ )— i( 

G) Werthe für Sinus versus «. 

a) In gleichartigen Funktionen desselben Bogens. 
Ansgedrückt durdi: Fonoel: 

1. sina; 1— 1/(1 — «b*o) 

2. cosai t'-cosa 

3. /«Bffa; - V(l-Hgg^l 

4. «»««5 1/(1 + co<^-- «tf « 

|/(1 + CO/» o) 

5. <«ca; ^^«-^ 



«eca 



6. cosecai cosena^Vicoset^a — U 



coseca 



b) In gleichartigen Funktionen des halben Bogens. ' 

8- «>*-|? 2(1— «)*»-iy 



9. tang^^ 






10. cot^', ^ 



2 



«««1 + 1 



dnsch; FUrme 



el: 



V--. 



11. sec-^; , 

2 



sec^-7^ 



A 



12. co^^c-g-; 



2 



c) In vennifichten Funktionell des einfachen, doppelten ii. s. w. Bogens. 

13. ÄÄOt, /€mra; — 2. ^ 

° tanga 

14. sin o, ie:o^ a; 1 — sin a . co/ a 

.- ^ tanga. coseca — 1 

15. itmga^coseca; — ^ 

16. cota^ coseca'y,. 

17. sin a, ^'/i 2a; 



' ^aiig* OL . co^^c a 

€X>^^C ex 
^ a — • 1^ ^m 2a 



18. sm-^y cos-^-y 1 — co^ -5- + s$n^ "s- 



H); Werthe für Cosinus versus a. 

a) In gleicbartigen Funktionen desselben Bogens* 

Ausgedruckt durch: Formel: 

1. sina\ 1 — sina 

2. €Osa\ 1 — 1/(1 — co^* a) 

j/q + f£w gr^ a> 

* 1/(1 + «>^'«) ' 

t ^ ^/?ca — l/(^^c*a — 1> 
5. secai -^ w:^ zL^ L 

sec a 
^ co^^c a — 1 

CQsec a 






S30 



> b) In gleichartigen Foaktionen des halben Bogen«. 
Ausgedrückt durch: Formel: 



7. sm ^ ; 



a 



8. cos -5- ; 



9. fang^i 



10. «>^o'; 



i-2«„jy(i-,«.5) 

l-2«wf}/(l-««.j) 



a 



l_^eo^. 



a 



sec^ 



11. ^^c-g-; 



i-ü.i/(«..i_») 






12. cosec-^; 



eosetr 



f-2.K(«««-^-l) 



cosed^^ 



c) In vermischten Funktionen des einfachen, dc^pelten u. s. w. Bogens. 

13. cos a, teng* a; l^^cosa. fang a 

14. CDia, cota\ 



cot a — cw a 



15. tangoL^ seca; 

16. *w»-oJ ^"^o"» 

17. «»(45— ja); 



^g-g — timg a 
seca 

1 — 2 «» -g- . CO^ -^ 
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AiugedrKckt duidi: Fonnel: 

18. to«ar(45+|); ^ 



^«ny«(45+^) + 



Anmerkunf, Da der Geliraiicli der iS!niii# ver$u$ und Cosimu ipersus in den Operationen der tri- 
gonometriachen Analysis lelir gering ist, ao hat man eidi auf obige Formeln fiir dieselben be- 
schränkt, nnd diese Funktionen nicht weiter in £e folgenden Tafeln au%enommcn. 



IV. Formeln Dir die Funktionen des halben Bogens. 



A) Ausdrücke für den Sinus |a. 

Ausgedriickt durch: Fonnel: 

1. sina; i • V^(l + "W» «) — 1. 1/(1— am» a) ^ 

2. cosa; y [^-—^ ) 



}. tanga; 



I. coi a; 



). sec ai 



y \2y(i + tar^a) ) y ^V Vd+tang^c 

1 / / \/^^ cot'' a) — cot^ 
y \ 2 1/(1 + cot^ a) ) 

T / ( sec a — 1 ^ 
'^ \ 2seca / 



c l>//co*«ra — X^icosed^ a — 1)\ 

' ^ \ 2cosec» / 

B) Ausdrücke für den Cosinus \a. 

^osgediiickt durch: Formel: 

l. sina; i • V^ ( 1 + «'*«) + i • V(l -" ^^ ^) 

l. cosa; j/^i±£2i2) 



}. tangai 
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Ausgedrückt durch: 

4. eota; 

5. sec et] 

6. coscca) 

C) 
Ausgedrückt durch: 

1. sinoL\ 

2. cos OL ; 

3. iang a; 

% 

4. C0ta\ 

\ 

5. secot.) 

7. sin a, co^ a; 
6. cosecaj cota; 

D) 

Ausgedrückt durch: 

2. C05 a; 

3. tangcx;^ 
L Cßt a'^ 



VI 

VI 



Formel : 

^ ^/(l 4- cot* a) + co< g 
2 1/(1 + «><»«) 



) 



1 4- ^gg « 

2i^roe 



) 



VI 



cpse»a -f" \^{cosßc^ OL — 1) 



2 co^^r a 



) 



Ausdrücke für die Tangente ^a. 

Formel; 

1 — 1/(1— 5m*a) 
sina 

|/(1 — coä^ «) _ 1 y TT^ C05 a\ 



1/(1 + <a/^ .«) + .! 

1 

■ ■* 

l/(cof* a + 1) -j-€Xtf a 

1/^/ seca — 1 \ 
'^^ Wr a -}- 1/ 

CO^^C a — V^(«>5«?* a — 1) 

*/iJ a 1 — C05 a 

1 -f- COS a sm (X 

cosec a — fot a 

Ausdrü<!ke für die Cotangcnte |a. 

Formel : 

sin a / 

1—1/(^^:^1«^ 

i-^COSCc _ ]X? T+C05a \ 
\^{l — COS^ a) r \1 .». cos aj 

l/(T+7aj^^4-l 
tang (X 

\/(coi^ a + 1) + CO/ a 
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Ausgedruckt durch: 

5. secct\ 

6. coseca; 

7. sin oLj cos a; 



8. cot ay cosec a; 



Ausgedrückt durch: 



1 



. sin a; 



2. cos a; 



3. 

4. 
5. 



fang oe; 



6. cosec OL ; 

■ 

7. sina, tangoL\ 

8. sin «9 ro/ a; 

9. cos «, C05£rC «; 



Formel : 



KlÜS 



CO^^c a -|- yiposec*' a — 1) 
1 -}- CO* a ^_^ *m g- 

* 



E) Ausdrücke für Aic Secante |of. 



Formel : 



K( 



1 ^ j/(T:- «V «); 



«m a 



KG 



'•\'COS 



z) 



1/2 [1 + tang^ a —1/(1 + ^^^g' «)] 
1/2 [1 +CO/* a — CO^ a . 1/(1 +C0/« «)] _ 

]// 2secT^ 
y \\'\-seca) 

\r2 cosec « [cosec « — }/^{^sec^ a — 1)] 



KT 

9^ \su 



2 ^ö»£^ 



« 



r «/ 



F) 



Ausgedrückt durch 
1. sin a; 



2. cos ot; 



X. 



^ \1 -^ 5m a . ro^ a/ 
«)5<?c a . V^2 (^ — cos a) 

Ausdrücke für die Cosecante \o^ 

Formel : 



1/2 ri+ 1/(1— ^^>^'«)] 



sina 



y \1 — cos aj 



Gg 



Ausgedrückt durch: 

3. tangay 

4. cot a; 

5. sec oi*^ 

6. cosec tjL\ 

7. sin a, fang u\ 



8. m^ ocy cot a ^ 

9. ro^«, cosecd'j 
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Formel : 
l/*2 [1 + tanf^ g +1/(1 H" ^^^^^^^ «)] 

1/2 [1 +CO/ a + ro/ a . V^T+TtiT^] 



y \secüL — 1/ 



K 2 cosec a [cosec a -|- ]/^(cosec^ <a — 1) j 



Vi 

n 



2 tang « \ 



j 



1 — sina .cot 
cosec a . |/2 (1 -J- coA* «) 



V. Formeln ftir die Funktionen des doppelten Bogens. 



r 

A) Ausdrucke für den Sintis 2a. 
Ausgedrückt durch: Formel: 



1. sina; 

2. . cos a ; 

3. tanga; 

4. cot a; 

5. Alll a, COJa; 

6. sinUf tangui 

7. coso,y cot a; 
S. tanga, cot a^ 
9. ^ma, secoL\ 



2 ^m «^ ^(l — *m' a) 

^cosa. 1/(1 — co^ tt) 
2 tanga 

1 -|-/«iig^ 
2 (10/ « 

1 + €»/* tt 

2 ^m a . oo.¥ a 
2 ^iV g 

f 17/1^ tt 

2co^'g 
£ro/a 



/iiTig* g -|- «'^ g 
2^»ig 
^^cg 
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Ausgedrückt durch: 
10. iongay seea; 



IL cototy cosecoi; 



Formel : 

itanga 

sec^a 

2 cot a 



■ * I 



cosed^ u 



B) Ausdrücke für den Cosinus 2^. 



Ausgedrückt durdi: 

1* sin ot; 

2. co^u; 

3. t€mg OL ; 

4. cot a; 

5. seca; 

6. coseca; 

7. 51/1«, coja; 

8. tang a^ cot a; 



Formel : 
* 1 — 2 sin'' a 
Zcos^'a—i 
1 — tan^a 

1 -}- ^Ä/'g'* « 
ro^* a — 1 

CO/« + 1 

2 — set? OL 
se& « 

cosec^ a — 2 

cosec'^ u 
cos* u — • A/V/' a 
cot ä — f 0r/ of u 

CCt <x -j- /a/lg' « 



C) Ausdrücke für die 'J'angente 2a. 



Ausgedrückt durch: 

1. tanga\ 

2. cot « ; 

4. tang OL, COta; 

5. tanga, sec»; 

6. fo/«, cosec A'i 



Formel : 



2 tang a 
1 — tang^ a 


■ 


^cotu 




cot* a — 1 




isina, cos a 
l-.2ÄVa ~ 


2 sin a . co^ a 
2 ro.f * « — 1 


2 




cot « — ^ tang a 




^tan^a. 




2 — sei^ « 




icota 




cosec* a-^^ ' 





G52 
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' D) Ausdrücke für die Cotangente 2a. 

Ausgcdrockt durch: Fonnel: 

1 -^ tang^ et 



\i fang aj 



2. cota; 



3. sirioj cosa; 



4. tangoLy coia; 



5» tanga, secd'j 



6* cota, coseea\ 



2 tong* a 

2a>^a 
1— 2*m*a 



2cO**a — 1 



\ 



2 A/} a . co^ a 2 sin a • co^ a 

cot OL — tom; a 

g-^-e- 

2 — ^ec* ot 
2/a/ig'a 

co^^^ «— *2 
%cota 



E) Ausdrücke für die Secante 2a» 



Ansgedrackt durch: 

2. co^a; 

3. tangWy 

4. cof a; 

5. sec a; 

6. cosec a; 

7. tangUj cota; 

8. ^secoL, cosec d^ 

9. /awfir(45-+-a), faii^(45— «); 



Formel : 



1—^2 «V a 

1 
2coÄ*a — 1 

1 — tan^ a 
tfoe*a— i 

2 — *^c* a 

cote&o^ 
roJ^c*a-^2 

set?^ OL . eOif ^^'* a 



/gwg (454-«) + ^^^ (^ 



-«) 
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F) Ausdrücke für die Cosecanie 2a. 

Ausgedrückt dun^h: Formel: 

1 "f" tang'*^ a 



U fang a; 

2. cot a; 

3. sin aty cos a; 

4. sinay seca; 

&. cos a, cosec a; 

6. fang «1 cot a; 



7. tangoy seca'. 



8. CO/ Oy £01^ a; 



9. sec a, co^ec a; 



2tanga 
. 2co/a 
2 jm a • cos OL 

* 

sec OL 
2 sin a 
cosec a 
2 cosa 

tang a -{- co/ a 
2 

2/anjf a 

cosec^a 

« 

2co/a 

f ^c a . cosec a 
2 



VI Formeln fiir die Sununen oder Difierenzen verschiedener Fiioktioneiir 
desselben Bogens^ und für die Summen oder Differenzen der 

Quadrate dieser Funktionen. 



A) Ausdrücke für die Sumnre oder Differenz zweier Funktionen 

desselben Bogens. 

1. sma-^cosoi ^=z süni^^-^-a).}/^ 

= co^(45— a>.l/2 

= K(l+«»2a) 

2, cos a^^sina = sin (45— a) . 1/2 

= cos (45+a) . 1/2 

= 1/(1— jm2a> 
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2 
3. fang u 4- cot a s^ - . ^ ■ 



= icosec3ia 
=: ^^c a • cosec Ol 

2 



4. ro/ a — fang oc =i - ,. 

5. /awg'« + *^^" ==^ CO/ f 45— g-J 



1 -|- Ä» « 

1 



^rc a — /£r/i^ f* 



6. sec OL — /aiig* a = tangi^ — ^j 

, =«»«(45 + 1) 

1 '— 5/» « 



cos (X 

1 



7. ro/ a -f- cosec a = cof ^ 



^^ca-j- tangU 



a 



2 
1 



CO^iTC Ot CO/ u 

1 -f- CO^ (X 
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8. cosec a — cot a = fo^g^ 



2 
1 



,cosec a -j^ cot a 
1 — cos a 
sin (X 



9. sec a — cos a = Uxng ql . sin a 

1 — cos^ a 

^^ COS a 

sin^a 

casot 

10. cosec 01'-^ sin a = cot a . cos <x 

1 — sin^ a 



sm u 



sma 



B) Ausdrücke für die Summie oder Differenz der (^>ii,jidrate iLvreicr 

Funktionen desselben oder des halben Bogens. 

1. cos^ a -^ siii^ a =s 1 

2. cos^a-^mi^a = cosia 

3. sec' a 4- cosec' a =s . . ^ 

• sm* 2« 



All* a . CO*' « 



= sec'^ a . cosec^ « 

4. sec^ a^-^inng^ OL =: 1 

5. cosec^ iß. — coi^ a = 1 

6. cosec^ a — sec^ oc =c 4 cof 2a . cosec 2« 

7. CO** a — CO* 2a = sin^oi 

^ a 1 " 

b. cotvr'-^coiä = -7 — = ixfseca 
2 *m a 
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• « 

9. tang^ + cota = JJ— = «>^^^« 

10. CO/ a — 2 cot 2« = fang a 

Anmerkung. Es sind hier nur diejenigen Combinationen sweier Funktionen anfgenoonneii, die 
einigermaßen becpeme Ausdrücke geben. 



VII. Formeln für die Produkte und Quotienten verschiedener 



Funktionen desselben Bogens. 



A) Erodulcte verschiedener Funktionen desselben Bogens. 

1 — cos 2a ' ' . 

1. Sin a , sma = ^ 

sin 2a 

2. sin a . roi a / == — ^ — 

1 tansr a 

3. sin OL . ians a =s seca-^cosa s=z =s — -s — 
*^ ® cot a . cosec a cosec « 

4. sin OL . CO/ a = cos a 

5. «/* oL'Seca = /a/ig- a 

6. sin OL . cOÄ^c a =1 

1 + CO.V 2a 

7. cos OL. cos a = . — i-g 

8. COJ a . /öw^^ er 2= sin a 

1 — .«»* a cos* a 

9. C05 a . CO/ a = co^^c « -*• ä/i a = i =: — . — 

' .«i/i a sm a 

10. C05 a . sec a =1 

1 

11. COS a . COJCC a = r =s= COt a 

fang et 

1 — cos 2a 

12. tanga.ianga = -^—^ ^ 

13. lang OL. cot a = 1 

1 //r/tfi» « ^^c a 

14. /aw Ol. sec a =i — — — - — = — 2 — -- — ^ 

^ co^cc a — 5i7i a co^ a cot u 

1 . 

15. iangoi.cosec(xz=i -——=. seca 
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16. cot a . cot a = -— J ^r- 

1 — f:os 2a 

1 /. cot OL . sec a = —. — x=5 cosec et 

sin u 

.o ^ cosec a 

18. CO/ a . co^^c a = 



19. ^^c (X • cosec a s= 



/a/Sg" a tfJ» a . //iwg- a 5^C ex — CO^ « 

cosec a 2 

170^ a "~ 51» 2a 



B) Quotienten verschiedener Funktionen desselben Bogens^ 

- ^m a 

1. == tanea 

cosa ^ ^ 

2. = cosi* 

fang a 

r, sin <x , ^ 1 

3. s=: sm a . /a/a^^ a s=s ^^c a — cos a = — :: 

cot a ^ CO/ a . cosec a 

» 

sin OL . 51/1 2a 

2= sma. cos a = — 2? — 

5^ca z 

. 51/» ot . , 

5. = 5m' a 

cosec a 

^ cosa ^ 1 

6. -^ = CO/a = 



5//» a taug OL 

cos a . 1 — 5//2^ a C05* a 

7. = cos a . CO/ a = C05^c a — sm ol = . s= — : 

f o/ig* a , sm OL sm u 

^ cos OL 1 

8. ^ 5= = 5//} a 

CO/ OL cosec OL 

^ C05a 1 5 

9. = — r- = ^^ <* 

5^C a ^^C* a 

C05a ^^ 1 5W 2a 

cosec OL 2 co5^c 2a 2 

. , tang OL 1 

11. .^ = 5eca =s 

51/» a C05a 

IC) ^g^« _ 1 1 _. ^^^'^ « j_ J<^ « 

C05 a cot OL . cos OL '^ cosec a-^sina 1 — sin^ a cos^a 

13. !f^ =*aBy»« 

cot« , ^ 



z. 



Hh 
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4A tanga . sin 2a 1 

14, — 32— cz; tang a . eos a ;^ sma s=z ^ =s 

*<rca '^ 2casa coseca 

1'5. — 31 — s= ^^W OL .sin a =3 ^ec ä — co^ a =s ^ 

coseca " cot OL . cosec OL 

jäf- cota ^ . 1 1 ^ coseca 

^^- :i^^ - longa. sina - ^« — co/a = 1^^ = co.wa.co/or 
.. co/a 1 1 

*'• "T — ^^ . = -T — = cosec of. 

cos a tang a • cos a sin a 

lö. - = ^ . ^ = cor a 

/oi^ a /Hilf ^ a 



coi a . \ I „^ «-•-.5 ^ ,w,. ? ,, 

-— - = cosa.cota=cosecxx^sina=:cosa.cotaz=Z'' — JffLl ^ ^^ 
^^^ ** .^ sinu sin a 



20. = cosa 

coseca 



^. seca 
21% 



stn a cos a . sin a, sin 2« 

22. ^^ =_4_-«i,e«« 

longa cosa sma 

OA f^^^ «.. ' ^ longa 1 

^* * co^ a cosec a — sin a 

qri Seea _ j sin a 1 

coseca coseca^. cosa cosa ^ cota 

^^ cosec a 1 

' Sin a sm^ a 

2^ coseca 1 2 



ro* a ^ ji» a . cos a sin 2a 

^j. cqseca ^ 1 1 

-""• /rni^a - sina. longa " *wa — co^a = «>^^«-«^« 

-w. coseca . 11 

^' go/tt = coseca. longa = — ^ — = — seca 

cot « ^ "^ CO/ a .sma cos a 

a/i CO J^c a 1 

'^^ jf^/^« " = coseca. cosa =.^ tzzcola 

sec a long a 
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VIII. Ausdrücke (ur die Funktionen eines mit dem Bogen 
von 60^f 45® oder 30® verbundenen Bogens. 



Grundformen: {F(4ä^^a) 

A) Zusammensetzting eines Bogens mit dem Bogen von 60^. 

Grundform: F {6(y + a) 

i. sin (60 + a) = i (co* a . 1/3 + sin a) 

2. «» (60 — a) =1^ (co^ a . 1/3 — Ä» a) 

3. . COS (60 -}- «) ==1^ (co5 a^^sina, 1/3) 

4. €»* (60 -^ a) = i (cay a -f- w/i a . 1/3) ' 

- ^ //:/fc I X cota. ]/3 4- 1 1/3 + tanff a 

5. toJ3g^(60 + a) = . iTq ■ = 4 . ^wT 

^ ^ ' ' cot a — 1/3 1 — tai^ a . J/S 

^ . .^-. V cot OL . ]/3 — 1 1/3 — f^/i^ a 

6. to»gr(60~a)= ^,,^^3 == i4.,^^V3 

7. COM60 + «) = -^IfLT^ ^ ijZJÄJ^ 

^ ' CY>/ a . 1/3 -f" 1 K 3 -f" tang a 

8. cot (60 — ot) = — :;^ Työ T = i7^ ^ 

^ / C0ta.\/3r — 1 1/3 — taitga 

^ /.rrw I V icoseca.seca 

9. sec (60 + a) == — ^— TTj 

^ ' ' cosec a — ^ec OL . J/o 

10. .5^c (60 — ot) = { ry^ 

' cosec a -}- *ec <* • yo 

11 /^-l. \ 2 cosec « . ^ec « \ 

12. co*«?(60 — a) =s ,yo ' 

co^et' a . j/3 — sec « 

13. Ä»(60-j-ö8) + ^«»(60— a) SS co^a»l/3 ^ 

14. ,91/2 (60 -4- Ol) — sin (60*— a) =b «» a 



15. coj (60-|*<3t)-f- CO« (60— a) zi: cosa 

16, coj (60— -a) — CO*. (6O4-08) = *'» « • 1/3 



Rh % 



22. 



23. 



24. 



17. sin (60+ö) . sin (60— a) = » — sin^ a = cos^ a — | 

18. sin{60+a).cos{m'-a) = i{]/3^2sin2(4 

19. «» (60— a) . cos (60+a) SS I (1/3 — 2 ä/i 2a) 

20. cos (60+a) . cos (60— Ol) = i — «w* a = cos^ a — ^* 

2j sin (60 +a) _ CQ^ g . t/3 + 1 _ 1/3 + /gwg a 
' 5#i»(60 — a) cota.yd — 1 ]/3 — /a//^a 
jm (60+a) _ co^ a> 1/3 + 1 _ 1/3 + /g/io- a 
co^ (60 — a) co< « 4- 1/3 i-^tangu.l/3 

sin (60 — «) CQ< g . t/3 — 1 1/3 — fang a 

coy (60+g) '^ cota — 1/3 ~ 1 — fang a . 1/3 
CQ^ (60+Oc) _ 1 — /g/ig' g . t/3 . _ cota — 1/3 
coy (60— g) 1 + tang g . |/3 "~ co/g+t/S 

o- Jw(60+ «) CO/ g. 1/3 4-1 
A/»g 2 

26 ^*/g (60 4-«) 1/3-}- tang a 

cosa 2 

sin (60 — g) cot a . t/3 — 1 

sin g "" 2 

A'w (60 — g) 1/3 — tans^ a 

cos a "^ 2 

CQ^ (60 4-«) _ 1 — /flwg-g.t/i? 
CO* g 2 

CO* (60+«) _ CO/ g — 1/3 
*i»dt ""^ 2 

^. CO* (60 — g) 1 4- ^fl^ « ' 1/3 

CO* g 2 

CO* (60— g) CO/ g + 1/3 
*/n g 2 



27. 



28. 



29. 



30. 



32. 



33. 



34. 



35. 



36. 



*ira(604*« )*' ^^^ (60 — g) 3 — /fl/ig-* OB 

cos^ g 4 

*ii» (604-«) - sin (60— g) _ 3co/»g— 1 
sin^oL "" 4 

CO* (60+«> « cos (60— g) _ 1 — 3 tang- g 
CO*' g 4 

CO* (604"«) > CO* (60 — g) _ co/' g — 3 
sin^ g 4 



245 



37. */» |(60+a) . CO* i (60— «) = t/3 +^2 sm a 

38. <i» f (60— a) . C05 1 (60+a) = ^^ ~ ^ *'" " 

39. CO* I (60H-a) . CO* | (60—«) = ^ + 2^0^« 

40. «« 1(60+«).«« 1(60— a) =?i2^|i^ 

41. co<i(60H-a).co<|(60-a)=|^^^ 

42. ' 4 «B (60+a) . cos (60— a) ss 4 cos* a — 1 

B) Zusammensetzung eines Bogens mit dem BogensVon 45*. 

Grundform: 2^ (45*^4; a) 

— a) = |(co^a — ^wa).l/2=}/(i^^— ) 



2. Jm (45 



3- cos (45+a) s=s I (co* a — sin a).]/2 



VT^ 



— *i»2a 



J = *m(4d— *oi) 

4. CO« (45— «> = |(co* a + *m a) .1/2 = ]/ ( ^ 2!^ —) = *^ (45+«) 

5. teBg-(45+«) - ^„_,,-^„ - t/a-««2« •" l-*ö«gr« 



V'(l — *m 2a) 

a -f- X t -f Sin n* a I ^M^;» 0~ — •""" ~~' 

t^ =s — J — ^ = sec 2ct •+• tone Z» = ' . . jk 



cofg+i 14-*m2a_ - . ~ -lK)*2a 



6. 



#«n^(45-a) = bll=ßl =1^^^ = ,cc2a-/«;^2« = 



1 tanga eota — l 1 »— » sin 2« ^ cos 2« 



(X 



7. et»/ (45+«) =i-p^ = /fl«ar(45-«> 
S. CO* (45-«) =:|±^ = .««^(45+«> 
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\ 



^ * {cos a — sm a) . 1/2 

2 
10. *^c(45— a) = ; 7 — : — nr7c% 

^ {cos a-f-sina). |/2 

11. CO^eC (45 + a) B ; -j—, ,^ 

2 



12. co^^c (45— a) = 



(coj (X — sin a) . |/2 



13. w# (45 -|- a) + sin (45 — a) 

14. sin (45+a) — sin (45— a) 

15. sin (45 -j- a) -|- cos (45 — a) 

16. 50* (45 -}- a) -|- cos (45 — a) 

17. co^ (45— a) — co^ (45+a) 



= cos a . 1/2 
^ sina, 1/2 

= (^*«a4-«>*a).K2 == t/2.(l4-«»2ot) 
=3< co^ (X . |/2 
= ^i/i a . ]/2 



18. ffl/ig-(45+a) + /a/ig:(45-*-ot) = 



1 9. tang (45 + a) — lang (45 — a) 

20. co^ (45 + a) + cot (45 — öt) 

21. cot (454-tt) — oDt (45— a> 

22. ^^c(45+a)-j-j?ee(45 — a) 



2^c^ « 

1 — /a/ig-^ a 

4^ffwg^a 



= 2 5^c2a =: 



2 tang ^a = 



2 coset^ a 

COt^ a — 1 

A cot ex 



1 — tang^ a ''. ^ ~ cot^ a — 1 

s= fa/»^(45-*a)-|*/a/^(45-f-^) 
== /fl/ig-(45— a) — /a;i^(45-}*<3e) 

^^ 2 cosec^ g . jgc « . 1/2 ^ 

co^et? OL -— ^^c' a ^* 



cos a • ^c 2« • 1/2 



23. Jirc(45+«) — ^c(45— a) = 



2coseca.sec^a.l/2 ^ . r. . >►. 

r- = 2 ^i» a • s^c 2a . {/i 



24. cosec{io'^a)'\'COsec{i5 — a) = 



25. re>*ec(45+öt) — co5^r(45 — a) = 



CQSec^ a — tf ^c* a 

2 CO«c* a . ^^C oj . 1/2 

cosec^ a — jec' a 

= 2co^tt.^^c2a,l/2=j^c(454-ö)+.^<?c(45— a) 

— 2 ro^ec « . j^ « . 1/2 

cosec^ (X — sec^ <x 

— 2w^a.^^c2a.l/^=:^^c(45— «)— ^^(45-f^) 



26. sin (45-|-öf) • sin (45— a) = | -r- .«w* « ss cos'^ a r- 1; = |' coj 2a 

27. cos (45-j-a) . cos (45 — a) = | — ^m' « ssr coj« a — -J- = | cos 2a 

' *w(45-4-a) l + ^OM-a - //p I V 

5<ii (45 — a) 1 — tanga, ^^ * ' 

^^ co^(45-4-a) 1— faiwra ... . 

29. ).v^ : = ;: , , " 5S5 /fl/iÄ'(45 — a) 

«>^(45— tt) 1 -^tangu ® ^ ' 
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^ /giiy(45+a) _ / l -j-ianga y _ 1 -^ sin 2a 
fang (45 — a) \1 — /ö/^ a/ ""1 — sin 2« 

31. cot a. fang Itö -ir a) :=: -r-^. 

^ ' 1 — tang a 

32. «>/a.toit^f45— a) _ Z^^-;* 

33. tang u. tang {J&+a)^*.^^±l' 

34. tang a. tang {45^a)^l^:zl^ ^ 

35. ^•»(45+«).^»«.K2=^+^'"^;"""^^^"=^^il%^^^^^ 

37. ^(45~«).^»«.K2= ""^ + ^"f + ^'^'' = =^^ ^^-^'^^^ 

. ,.- ^ , .^ 1 — .rf»2a + «>-^2a 1—1/(1-^^/» So) 

38. W/l (45— a) . CO* a . 1/2 = ^ - ' = , \i ' ' 

^^ ^m (4 5+«) -1/2 , , , 

39. ^ — r — ^ = 1 + co^ a 



^^ 5l/l(46+a).l/2 , . ^ 
41. 



«/» (45 — a) . ]/2 ^ ^ 
i — : — . = co^ a — 1 



smoL , 

.^ ji/>(45— a).l/2 , ^ 

42. ^ ^ = 1 — . /flw a 

COS(X ^ 

43. 2^(45fa).^(45-«) ^ ^,,^_^ 

sura 

,. 2Am(45+<x).«m(45 — a) ^ . . 

44. ^ ^ — ^^ ^ ^ = l-^tang^ a ^ 

45. sin I (45+a> ^cos J (45 — a) . V% = ^"^^''^^'^^ 

46. dn\(A&^o).cos\{ib^a).y<l ^ 1— ^^«>l/2 
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47. cos \ (45 + a) . cos k (45 —a) . ]/2 r= ^+co^«-K2 

48. 51» 1(45 +a).*m 1(45— a).K2 = ^21^^^^— 

49. fang ^ (45+a) . co^ ^ (45-ot) = ^+^{»«'t^^ 

50. /a»y|(45+«) = ^;|:^^^ r- 

51. ^«A(45-«) = ^,«.t/3li 

52. ^^H45~«):c3 ^_^^^^^^ 

53. «»U(45+«) ^ ^-^»«• l^ 

* ^ * ' , CO* a . (/2 — 1 

54. eotH^:{.a).cotH^-.u) = Zl'.yltl 

.. *i»(45+a) , iir \ \ \. ■\- tanz st 

55. . ;^. ' ; = tons'(45-}-a) = . ' 's* 
«»(45— a) ° ' 1 — tanga. 

56. «n*(45+a) es c 

1 — «» 2a 



*(45— «) = — E— — 



58 



57. ' *m* (45— a) = cos* (45-f a) = 
. /«n»«(45+a) = «rf(45-«) = 11^^ 2« 

59. *<iiiy»(45— a) =: co<(45+a) = ^T^gl 
^ fang« (45+«)— 1 _ 

^. faiiÄ'*.(45+a) — 1 . ^ 

^aiig"*(45+a)-j-l 
62. 5m« (45+a) — *m* (45— a) = sin 2« 
63- . co^ (45— a) — coj« (45+a) = sin 2a 

64. to/ig'*(45+a) — /a^'(45 — a) = isec^.tang^ot 

-- 51» (45+a) + sin (45 — a) 

65. . ^, i — H — :-"72c T = cof a 

sm (45+a) — sin (45 — a) 

^^ C05 (45 +a)+C05 (45— a) 

^. TT?-* H iAtL i V Ä CO* « 

CO* (45— a) — cos (45+a) 
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Ö7. «»(45+ia) = cw (45— ^«) « J/^(li^2^) 

68. «II» (45— i«) = «w(45+Ja) = ]/ ( ^ ^f^) 

cos \a — sin^a 

69. /aiiff(45-f-fa) == «)<(46— |a) = |/(|i^^ 

; 1 -|- sin a 

COSa 



I, 



1 — «W a 
CO/« 
CO J^C a — 1 



70. fangiib^^a) = co/(45H-Ja) = }/ Q~^^^j 



-^sin 
1 — ^Mia 



cosa 
cosa 



cot PC 

co^ec a -f- 1 • 

C) Zusammensetzung eines Bog«ns mit dem Bogen von 30^. 

, ^ Grundform: /"(SO^^Ifa) 

1. sm (30+'a) = 4 (^* ^ + ^''* ^ • V3) 

2. sin (30 — a) =|-(co*oti — A>ia.]/3} 

3. cos (30+a) = I (<»* a .1/3 -— ^1» a) 

4. cos (30r— a) ==: ^ (cos a . J/S -j--yi>i a) 

^ ^ ' ' CO/ a . J/3 — 1 1/3 — /oi»^ a 

/; . ,oA \ ^^^^ — 1/3 1 — fang a. 1/3 

6. /aiy(30->a)= ^^^^^3^^ == y3 + tanga 

X. I i » 



9. j«c(304*^ ^= 



)0. «fc(30— a) SS 



2€Meea.«^a 



cew€ca.l/34*^^^tt 

12. ^ casec (30 — a) =t * s-» 

coseca — seca.\/3 

AttMerkttAg. A*»*"»^^^* Ftncmeln komicn Big die CombiiiationBn der Funktionen v<m 30 7 a im 
den for €07« gq^^Moen abgeleitet weideOf aobald man daranf Riickricht nimmt, dafs jedesmal: 

Funktion 50+^ =: Coßmction 60— a 
nnd Funktion dO— o = Gofimction 60+a 



IX. Werthe ftir die Summe oder Difierenz der Einheit und einer 

trigonometrischen Funktion^ und ßic die Einheit und das 

Quadrat einer trigonometrischen Funktion. 



Gnmdfonii: i±F{a) und i±:F^{a) 

A) Verbindung der Einheit mit einer Funktion. 

a) Werthe fir l+i^(a) 

1. l+iwia = 2«»«(45+|j = 2a^(46-^) = Un^^cos^y 

2. l-f-co*a SÄ 2co^'^ = (i — coja)eo#'^ = 






^a . 2 

= cot sr*sma=z 



««•f l + toi8f| 



d&i 



3. l + te»y« =(|-l«v«)-l/(J^^^ = (l-'«V«)'«V(«+«)== 



1/2 



-_ <«»(^+«)'l/ä _ awa + <iiia _ ^'^'g _ co*(a— 45). 

"" cos a cosa 4 . ,« CM« 

= «tf(45-a).(«ö«a-l) s: ^ («-f5).l/g 



AH a 



5- 14-*^^<» Ä 2 + toiya./ai3igr 






cosa 

a 



6. l4-*coseca = 2 4- CO/ a. CO/ ^ « 2ll-j — : — / 



b) Werthe ßir 1 — F(a) 



1. 1— «ma 






2. 1 — cosa = 2«»'y = — * — — ^ ^= tanf^ ^ . iX -\- cos a) s=i fang ^ . sm » ssi 



«^2 



suta 



'itang^^ 



a ^ a ^ . ^ a _ a 



CO/ 5" C0^€C*2 l+'^^'^Q ^^*2+^ 

3. 1 — te/iya =^ (i + toiigr a) . /flOTgr (45 — «) s=: (1 +^^z'>g:tt)-^^('i&+^) = 

_ ^'/» (45---a) . t/2 
co$ a 

4. 1 — CO/« = ■^co/(45+a),(l + co/a) = — ^^(45^^) = 

_ ^m(45— a).l/2 

li 2 



r 



« 



— 262 — 

2« • * 

** '^ 2 co^ a $ec a -|- 1 

6. 1 — > cowc a SS — cot a . CO* jr =; — — : 

X SUia 

c) Werthe fiir iq:2F(«) 

1. l + 2*M»a = 4«»|^(304-a).aw|(30-— a) 

2. 1 — 2*H»a Ä4«w|(30-fa).*w»i(30--a) 

3. 1 + 2«M« = 4«>*-H60+»).<»*|(60— a) SS f?l|ü 

4. 1— 2«waÄ— 4«»|(60+a).««i(60— «)«— 22£±2 

B> Werthe für 1±F«(«) 
a) Werthe fiir 1+i^M«) 

1. l+5m«a = 2~C0J*a Ä jJ — = 5 

2. 1+C05«a =z=2 — «n^a= :3-^ = — ^5 

* se€ra 2 

3. 1 4- /aw" a = °/f = ^^ = — r- = *^* « == «w^' « • towg^a 

* ^ «/l*« «»2a COS^a ° 
^* sm^ OL cos^ a sina 



&. 



, * , 2-rwi»« o I X * l + 3Ä»c2a 34-coj2a 

* -r ^«^^ j — ^^2 a * ^ 1 4- ^^C 2a i-f- cos 2a 

^ ^ , . 2 — COS^a ft , ^, 3 — CO*2a 3^c2a — 1 
6. 1 + cosec^ a = T r— =24- co^ « = -2 — ' 5- = ——5 T" 

* 1 — COS^ a ' 1 — cos 2a Ä^' 2a — 1 

b) Werthe fiit 1 — F» («) 

1. 1— ^m*a / = cos'^a 
1 — cos^ a = ^wi^ a 



4. 



5. 



6. 



2fi3 — 



=: «- eo^ da . C05^c' a 



5, 1 — 5^ a = — stnr a . sear a = — t€mg^ a 



8 /« c^äA f» — — -MIM ^M9Ut^ 



cot'a 



6. 1 ■*• oo*«c* a SS — CO** a . CO««:* o = — — -j^ SS — «»<* « 



C) Werthc für jfjj^^ 



,. i±^^^(45+|)=..*(45-|)-= 



a , . «N* 



CO«^ — «lAj 






a\» 



^ 1 — ^i» a 

1 -f- sm a ^ 



cos T^'^sm^ 



l + teng-J 



+ ^" =:C0^| 



COS Ct. 



=^^^ =tang^^ 



~ ^- — tang (45 + ot) =^ro/ (45— a> = _ 



— tang^u ^ ' : 4 ^ cosa — sma. 



4- fang- a '""»^ ' , ^ , ' ' co*a-f~^"'* 



Ui 



7. ^^!} « <«v (454.«) « «»#(«-.«) 

9. f^J^ ==art.«=}ji:£2i2 
*ec a — 1 2 1 — cos a . 



6*0^0 



co9eca — 1 1 — sma, ^ \ "^a/ \ 2/ 



.-. coseca — 1 1 — sma ^ • /^^ ä\ ./-, , a\ 

^*- co^a+l = TT^ ^^ '«^(«-y) -^•(45 + j) 

O) Werthe für iq:F(2<^ 
(sin a^ cos a)* =. 2«V(45-«)« = l + <^«-8<«y'' 



2. 1 — sin 2a = 





3. 


l4-co«2« 




4. 


1— oew2<> 




5. 


1 ^ <an^.2a 




6. 


1 ^-^ fang 2a 




7. 


l + co^2a 




8. 


1 — a>/2a 




9. 


i-^secia 




10. 


sec2a — 1 




11. 


1 -f* cosec 2a 




12. 


j 

cosec2a*^ 1 



2€as^a^s=: r-?— : — ^t— 

1 -f- f on^^ a 

• « ,— . 2 fang* a 

^^ 1 -j- taug* a 

1 — ^aiigr* g 

1 — ta ng^ g — « 2 /flHg- a 

i" — t€ing^ g 

1 + 1 {cot a — lang «) 
l — l" (co^ g — fang a) 

2 2cos^<x 



1 — teing^ a 2 co5^ ^ — 1 

2toigg^g 2 _ 2 A-m* g 

1 — tang^ a cot^ g — 1 1 — 2 «V g 

1 "f" i (^^'W ^ H" cot a) 

* ^ ' ' ' 2 taag a 



E) W^rtlie firr j49?k3i "* m^ 



1 — cos 2a . 
'i ^w2« 1 — i /am-* a 

^ i+cw2a = — r"^ 

. CM 2a ^»t*a — 1 

COS 2a 



6. 



7. 



8. 



9. 



10. 



4-<w»2« <aiy (45-}-°') 



— «nza tang(4& — a) 



-—CO« 2a 
— €0 $%t 

1:^572= = '^" 



X. Tafeln für die Funktionen eines vielfachen Bogens. 

A) Ausdrücke ffir den Sinus* 

a) Allgemeine AnBdrücke lur den Sinus eines vieUacken Bogen». 

aa) Durch Funktionen des einfachen Bogeas. 

aaa) Durch den ^nus. 

n.(n«— !•) ., . n.(n»— l«).(n*-^ ., 

1.2.3 * 1.2.3.4.a 

n.(n^— l»).(n»— 3«).(n«— 5») . , , 

r2X4:5:o ^'«+^.- 

' . . . n+l 

diese Reihe gilt, wenn n eine ganze rationale ungerade Zahl ist; sie hat --h*~ Glieder. 
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2. sin n« =x |/<1 — sm* a) .hi.ama ^ 2 3 • '**"^'*+ ■■ ' * 1^345 • 

•**« 0x0x7 ;•«««—•.; 

diese Reihe gilt, wenn n eine ganze rationale gerade ZaU iai; «e hat ^ Glieder. 

» 
bbb) Durch den Cosinus. 

l. 51» na = ±k(1 — cos*a).\A T"5"*^ • ^ ^.cos»« — 



(n*— 1«) . (n»— 3*) . (n« — 5*) . 
^ -^ - ^ -.cos* 



(X -J- ••.. 1 



1.2.3.4.5.6 

diese Reihe gilt, wenn n eine ganze rationale ungerade Zahl ist. Das posilire 
Zeichen gilt, wenn n ^ 4m -f*!» mid das negative, wenn n = 4m-*-l; wt> m 

jede beliebige Zidil bedeutet. 

« 

2. sin na x= +1/(1 — co** a) . f^n . co^ a— — t-ä-s — ^-cos^ a -j- 

, n.(n>— 2»).(n«— 4») , \ 

i 1.2.3.4.5 :•«>*« — •••.•; 

diese Reihe gilt, wenn n eine ganze rationale gerade Zahl ist Das (^osilive Zei- 
chen gilt, wenn n = 4m-j-2; das negative, wenn n = 4m-— 2. 

ccc) Durch die TangerUe. 

^ /» # -. Mn— l).(n— 2) ^ • , - 
^mna = co^a.lY'tixnga i — TT^ '.tang^a-^^ 

n.(n~l).(n-2).(n-3).(n--4) \ 

+ 1.2.3.4.5 -'"^ a-.....J 

wo das letzte Glied den Koeffizienten 

n.(n — l)....(n — (n — 1)) 

. . 1-2-3.. ..(n—1) 

hat, und zwar: 

mit dem SZeichen — und der Potenz tang^—^a sobald n = 4m ist 

+ - - - tdng'^-^a - n = 4m4-2 
+ - - - tang^ a - n = 4m -f- 1 

- - " — ^ . . tang^ u - n •^= 4m — 1 - 
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, ddd) Durdi die CotangerUe* 

, ii.(n-l).(n-2).(ii- -3 J.(n~4) ^.„j •_ N 

■^ 1.2.3.4.5 " •'^ •"7 

wo das letxte Clied die Gestalt 

1.2.3... .(n—1) ^' - 

hat, wenn n =s 4m oder =: 4m -{~ 2 
hingecen die Gestalt :^ n.(n-l)^..^(o--(n-l)) 

sobald n = 4m 4- 1 oder 4in — i 

li>b) Durch Funktionen des mehrCacfaen Bogen«. 

1. stnna zs 2cosa.sin{n — l)a — ^»(n— •2)a 

2. smna ^=2 isina,cos{n — l)a-^^»^n— -2) a 

3» sin na = sin a . cos (n— -1) a -{- cos a . sin (n—1) a 

\ . 
cc) Durch Faktoren/ welche die Funktionen anderer Bogen enthalten. ^ 

sinnaz^: 2^"^ sin a\ sin i — ''^ aj . sin ( — \-a\.sin( — — aj.«nf-i — h^j* . 

.stni — -^aj.«/if — '-j-aj.... 

diese Reihe wird so weit fortgesetzt, bis man n Faktoren hat. 

9C drückt hier (wie überall in den trigonometrischen Formelui für den Ra- 
dlus = 1) den halben Kreis oder 180^ aus. 

b) Ausdrücke für bestimmte Vervielfältigungen bis z^tn Zehnfachen. 

aa) Durch den Sinns des einfachen Bogens. 

1. sin<x. = sina 

2. sin^a = 2 sin a . \/{i — sin^ a) == 2^jha— ^iVa — ^ «V a — j- ^i^' « -— 

— ^Ä»®a — rir^"* — x^sin^^a — r^^**'*"^ — •••• 

3. sin 3a = 3 sin a -— 4 sir^ a 

4. ^n4a = {isina — Ssin^ a) .\/{i* — sin^a) = 4 jma — lOrfw'a^- 1 JW*«-}- 

^^sin^ a-^-^sin* a^^sin^^a-^.... ^ 

I. K k 



/ 



98» 



5. m&a 

6. sin 6a 

7. W»7a 

8. sin Sa 

9. sin 9a 
10. sin 10a 



(6jM»a — 32 «»»«4-32 «i»»a).}/(l -.«,»«) = 6sina^ 

'-'3&si7^a-{^^^sin^a'^^sin^QL^lJ^iiH*a 

1 sina — 56 ÄW* a + 112 mf a — 64 sin'^ a 

(Sjma — 80«»«a+192«w»a — 138«Va).V'(l — ^*«) = 

8 *i» « — 84 «w» a + 23 1 «2» a — ±|A »n^ a 

9 «•„ a _ 1 20 «»« « -f- 432 «»• a — 576 Ä»' a + 256 ^» a 

(10 w} a — 160 ^m* a 4^ 672 Ai»^ a -^ 7168 ^in' a 4- 3584 ^iii* a) . 

.1/(1— Wi»a)=: lOiWia— 165jWf*a4-r^»W*«— *-4^«»'« 



1. ^ft 

2. «i/l 2a 

3. sin 3a 

4. sin 4a 

5. «» 5a 

6. sin 6a 

7. ^7a 

8. jm 8a 

9. jm9a 
10. sin iOa 



bb) Durch den Cosinus des einziehen Bogens. 

= l/(l~«>^«a) 

= 2 CO^ a . ]/(l — co^ a) 

= (4 COJ» a — 1) . 1/(1 — CO*« a) 

= (8 co^ a — 4 CO j* a) . |/(1 — cos^ «) 

=i (16 COJ*a — 12 co^a + 1) . 1/(1 _ CO*« a) ' 

= (32 cos* a — 32 cos^ a + 6 CO* a) . \/{i — coj« a) 

s (64 €»*• a — 80 cos* «4-24 CO#« a — - 1 ) . }/( l ~ CO** a) 

s (128 CQ*^ a — 192 cos* a 4- 80 CO*« a — 8 €0* a) . }/(l — cos^ a) 

= (256 €»*• ä — 448 09*« a 4- 240 CO** a ~ 40 CO^ a) . |/(1 —^cos'a) 

= (51 2 CO*» g — 10 24 cos^ a 4» 672 cos' a — 160 cos^ a 4. 10 co* a) . 

.|/(1 — CO*'a) 

cc) Durch iSiViiA» und Cosinus de« mehrfachen Bogens. 
aaa) 



1. 


*|jp»a^ 


= 


sin a 


- 


2. 


sin%x 


=s: 


2 C0S a. 


. *i/ia 


3. 


sin 3a 


=. 


2co*^< 


. sin 2a -^ «/i a 


4. 


*m 4a 


= 


2co*a. 


. sin 3a — */» 2a 


5. 


sin 5a 


= 


2 CO* a . 


. sin 4a r— sin 3a 


6. 


*ui6a 


st= 


2c«i*a. 


> *»!» 5a *— *ii» 4a 


7. 


*i/» 7a 


= 


icosa. 


. *H9 6a — *iii5a 


8. 


*i>i8a 


= 


2co*a. 


sin 7a — sin 6a 


9. 


*m9a 


:;;=: 


2co*a. 


i sin 8a — • *m 7a 


10. 


sin 10a 


=: 


2 CO* a . 


siß 9a — *^i 8a 



M»b) ' 

i. tina sx sina 

2. im 2a = isina.casa 

3. 51» 3a = 2 Ana . coiSa-^-^'it a 

4. iii» 4a s= 2ima,€t>5 3d-f-^2a' 

5. sinba = 2 jir a . coj 4a -|« ^m 3a , _ 

6. sinßa t=r 2 Ji» a • cos 5a -}• mi 4a 

7. 5III 7a = 2 511» a . «w Ga^sinba 

8. 5m 8a s= 2 511» a • ce» 7a -f* 5ii» 6a « 

9. 51/» 9a =s 2 5»'i» a • cos 8a -1^51/» 7a 
10. sin. 10a = 2 5»» a . cos 9a -|< 5/1» 8a * 

ccc) * 

s sina 

:z.2sina.cosa 
= 511» a • cos 2a -f- ^5 a • 511» 2a 
p 5m a • C05 3a -^ cos a . 5//» 3a 
c= 5m a . C05 4a -|- C05 a . 5i72 4a 
=: 5m a. C05 5a -|-£X>5a. 5m 5a 
= sin a . cos 6a ^ cos a . 5m 6a 
= sin a . cos 7a -}- C05 a . sin 7a . 
= sin a . C05 8a -j- cos a . «w 8a 
= sin a . cos 9a -^ C05 a . 51/» 9a 

dd) Durch Faktoren von Funktionen verschiedener Bogen« 

1. sin a s^ i sina SS sinci 

2. 5m 2a =: 2 51/1 a . 5m f 5- — a j 

3. 5m 3a as: Asina.sin\^ — aj.5mfs- + aj 

4. sin 4a = 8 sin a . sin (j — aj . sin f T 4" ^) • -y'^* \iä — ^ j 
5m5a SB 165ma.5m(g- — aj.5mfg- + aj.5i/if-g «j^-ym (-g- + «j 



1. 


sma 


2. 


sin 2a 


3. 


sin 3a 


4. 


sin4a 


5. 


sinba 


6. 


sin 6a 


-7 
1 > 


sin la 


8. 


5m 8a 


9. 


511» 9a 


10. 


sin KX 



u 



Kk 2 
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6. jm6a = 32«üta.m»f7- — a\ , tin (^ -\- a\ . smi^x — aj.<i»^s-~h**)' 

• fw»( y — ay •*'» \T ' / 

8. iinSa := 128 An a . «in f g- — aj.tin(^-\'a\,tm(j — a\.mt{j-\'aj. 

•*^V"8"~";**"l¥+**/-*"U~"J 

9. «ih9a ^ 256 *m a.*jn( ff-— aJ.Änf g-^-aj .«Ä»f-jr--—aJ.«nf-w--f-aj. 

.*i»(|-«).*in(j+a).«»(^-«).^(^H-«) 

. /3« \ . /3« , \ . /2« A . /2x , \ 

•'*(iö-"")-*"(iö+";-''"VT-'*;''"(T+*'j' 

B) Ausdrücke für den Cosinus. 

a) . Allgemeine Ausdrücke (ür die Cosinus der vielfachen Bogen. 

aa) Durch Funktionen des einfadben Bogens. 

aaa) Durch den Simts. 

. 4 n* • , I n*.(n«— 2«) . . n».(n*--2»).(n»— 4^ 
1. «,*n« = l-_.,«.« + -^-^-^.«„4« 1.2.3.4.5.6 ' 

, ' , n».(n»— 2»).(n»— 4»).(n«— 6«) . , 
.*«•« + 1 X3.4.5.6.7.8 .««•« — •• 

n+2 
diese Reihe gill, wenn n eine g^nze rationale gerade Zahl ist; sie hat ^ ■ Glieder. 



"2. cos na 
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o lyn s-r-^ f4' »'—1 .^ , (ä«— l)x(a*— 3*) .. 

2. cosnot ^=i y^{i — sm^ajAi ——.^sm^a^-^ . ' ' \ . i.sm^a^^ 

(ii«-.l).(n«-3«).(n«~5*) , \ 
1.2.3.4.5.6 *"* «-r- ••; 

diese Reihe gilt, wenn n eine ganze rationale ungerade ZM ist; sie hat X Glieder.- 

bbb) Durch den Cosinus. 

, ,/ n.(n^— 1) . , n;(n«— l).(n«~3n , \ 

1. cosna c= ±(n.cofa 2,__^,ce^a-j 12 3 4 5 ' ''Cos^a-^....] 

diese Reihe gilt, wenn n eine ganze rationale ungerade Zahl ist. Das positive 
Zeichen gilt, wenn n = 4m -j* h und das negative, wenn n = 4m — - U 

, A n» , , n«.(n«— 2«) . n*.(n«— 2*).(n*— 4«) 

diese Reihe gilt, wenn n eine ganze rationale, gerade. Zahl ist. Das positive Zeir 
chen wird genommen, wenn n = 4m, und das negative, wenn n =s 4m — 2. 

ccc) Durch die Temgente. 
.i>« A »•<»-^) .-^ - ■ n.(n— l).(n— 2).(n-3) 

» ■ 

• lang* OL — .... 1 

wo das letzte Glied die Gestalt hatr 

.-.n.<n — l)....(n — (n — 1)) ^ . ' ^ _^ * j Ata 

-J ^ ■ .^a ^^ i ^ . tang^ a wenn n s:^ 4m oder = 4m + 2 

hingegen: 

n.(n — l)....(n — (n— 1)) ^.- ii-j a 4 

-^ ^ . ^ ' ^ — \ .^. — ^ . iang*"^ a wenn n = 4m -f- 1 oder = 4m — 1 

ddd) Durch die Cotangente. 

• « /" ^ n.(n— I) , , n.(n— l).(n— 2).(n— 3) 
cosna = jm-a.fco^'a \ o ■.caf''-^a-| i^ 1 2 3 4 



" cos nctr 



.coV 



'-*«-....) 



— «62 — 

« 

WO dag lefcrte Glied dbe Gesiah luil: 

— ii.(n~l).«..(n — (n— 1)) . . * ^ i ^ 

+ — ^ :^ o ' " wenn n s= 4a oder ä 4«l+2 

hingegen : 

+ 1.2....(n — 1) '*cot^^^^-^)a wenn n = 4m+l oder = 4m-.l 

. bb) Durch Funktionen des mehrfachen Bogens. 

1. cosnot = icosOL.cos{ii — l)a — cosiji — 2)a 

2. cos na s= — 2 m ot • im (n — 1) « -j" ^^ (n«— -2) a > 

3. coina =: cos a . cos (jk-^l) a — sina.sin(n — l)a 

cc) Durch Faktoren, welche die Funktional anderer Bogen enthalten. 

1. cost.. ^ 2.-»«,(^-«);,/>.(^+«).^(|i..).«,(| + «). 

nnd so weit, bis num n Faktoren hat, oder: 

S. «„n. = 8.-.«»[(!^).+.].«„[(5^)._.].„„[(!l^).+.]. 

und so weit, bis man n Faktoren hat. 

b) Ausdrfidke für besti|nmte Vervielfältigungen bis zum Zehnfachen. 

aa) DradL den &n»s des einfachen Bogens. 

1- cos a == |/^(1— Äi»*a) = cos a 

2. eosia ssi t-^isin^a 

3. COS^a Ä (l^r-4m*a).V(l — ii>|aa)t==l— |«Va + J^ji»*a4.^Wi««-f 

4. ix>i 4a = 1 »— • 8 sin* a -[- 8 5m* a 

5. COlSa == (1— .12*iÄ*a+16 5iw*a).l/(l— .^m*a) — l_Y^W*a + 

+ ip5m*a— iitAfm^a — f|f^w«a 

6. €»56a = 1 — 18AVa-f.485m*a — 325m*a 

7. cos^a =B (l~24«i»*a + 80m*a — 64#m*a).|/(l — ^^«) . 
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8. cotSa E= i— 324m* a 4-160 «t»«a — 35&«n«a ^128 AB^a. 

9. eos9oi as (l~40nn*a + 240MB«a---448«a*a-f.2$6M»*o).l/(l--;4m*a) 
10. cosiOa=z 1 — SO 4UI* a -1-400 «in« a~ 1120 AB* a-f 1280 iw*a — 512«n*"a 



bb) Duidi den Cosinus des einCacfaea Bogena. 

1. cosa = cosa 

2. CO* 2a =2 coj* a — 1 

3. CO* 3a s= 4 CO^ a -— 3 OO* a 

4. CO* 4a s=s 8 00**a — 8 CO** a-f-l 

5. CO* 5a =s 16co**a-— 20 coj'a-f- 5 CO* a 

6. CO* 6a =32 00** a — 48 cos/^ a + 18 cos^ a —r 1 

7. cos 7a = 64 co*^ a— 112 cos* a -}- 56 co** a — 7 co* a 

8. co*8a = 128 co**a — 256 co*«a-f 160 co*«a~32co**a-}.l 

9. co*9a =s 256co*'a — 576 cö*^ a 4* 432 co*^ a — 120co**a4-9<^o*a 

10- CO* 10a =3 512co*^<'a— 1280co**a-f-1120co**a-*400co*«a-|-50co**a~l 

cc) Durch den Cosinus des mehrfachen Bogeiis. 

1. coja = co*a 

2. cos 2a t=: 2 cos a • co*~a — 1 

3. cos 3a = 2 cos a . cos 2a — cos a 

4. cos 4a = 2 cos Ol • cos 3a — cos 2a 

5. cos 5a =s 2 cos a . cos 4a — cos 3a 

6. CO* 6a = 2 CO* a. CO* 5a — CO* 4a. 

7. cosla tsn 2 oo*a.co*6a — CO* 5a 

8. CO* 8a = 2 CO* a. CO* 7a -—CO* 6a 

9. CO* 9a = 2 CO* a. CO* 8a — cosla 
10. CO* 10a := 2co*a.'co*9a — co* 8a 

dd) Durch Sinus und Cosinus des mehrfachen Bogens. 

aaa) 

1. co*a .=3 cosä 

2. CO* 2a v= co^a-^sin^cß ^ 

3. CO* 3a = CO* a. CO* 2a — *ma.*iii2a 

4. cos 4a = cos a . cos 3a — sin a • sin 3a 

5. CO* 5a = CO* a. CO* 4a — sin a . sin 4t)(x 
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• 

6. cos 6o( = COM OL • cos &a — sin a • sin 5a 

7. cos 7a = cos a . cos 6a — ai> a . sin 6a 

8. C05 8a =z cosa.cosla — sina.sinltM 

9. cti^9a SS to^a^co^Sa-.— ^«.5M»8a . 

10. C9tf 10a = cos a . cos 9a '^ sin a. sin 9a 

/ 

bbb) 

< 

1« CO^ a s= C05 a 

2. COS 2a =1 — 2 ^i>» a ^sin a 

3. co^3a = cosa — ^sina.sinia 

4. co^ 4a = cos 2a — isina.sin^ 
^. C05 5a =s cos 3a — 2 ^ q^ . ^m 4a 

6. cos 6a = co^ 4a — 2 «"» a . jm 5a 

7. CO* 7ä = CO* 5a — 2 *»n a . *in 6a 

8. CO* 8a = co*6a — 2*wia . *w7a 

9. cos 9a = cos 7a — 2 *ii» a . sin 8a 
10. £;o* 10a = cos Öa — 2 *m a . sin 9a 

ec) Durch Faktoren voo Funktionen verschiedener Bogen. 

aaa) 
1. , CO* a =1 sin i^ -— a\ = cos a 

2l CO* 2a = 2«wf j— Äj.*«if j-f"*} 

3. CO* 3a = 4*m^|— aj.*i#i^| + aj.*i>^| — aj 

4. co*4a =Ä 8*W^| — ay*wf|4-aj.*m^^— aj.*//»^^ 

-5. co*5a = 16*w(^~öty*//»^^+«)-'^'>*(j5— «)-'^'''(^ 

.*i,.(|-a) 
6. C0*6a =:^32*w(^— a)>>»(^ + a).«w(j — «)-«/»(j + «)- 



♦ . 
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7. cos 7« 



64 wir 



n 






. /6« \ . /Öse , \ . /6it > 






. /5« 



9. 4N>s9a SS 256 «in ^77? — aj.sini-TQ-^aj.sinf-g — aj . sin (-r -j- <») ' 






— «).im(g + «).*m(g-.«).«»(g + «). 



.,m(|-a) 



l. 
«> 



co«a 
cos^a, 



s 1 C(Wa 
= 'icosC 



bbb) 



J + a).co*(j — «) 






CO* 5a 



6. cos6a =^^cos\r^'\-a^.f:os\^—a^.cos\^ 



cosa 



-co*f 



ä+«)-"*(5-")" 



I. 



LI 
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7. tos 7« 



.««(^+«).«M(g-«).«i*(^+«);««(^-«) 

• C) Ausdrücke für die Tangente. 

a) AUgemeiae Ausdrücke für die Tangente eines viel&chen Bogens. 

1. taag na =: 

„ t^^ - "'("-IMP-g) ,,^, . i».(n-l).<n-2MH-3).(n-^) ,^,.^_ 
a.foiv« 172^3 .<««•«+ r4.3.4.5 «««ff»«—... 



eo«a 



, n.(ii— 1) , - , n.(ii — l).(ft-3Mi»~3) ^ . n.(n~l) ....(ii— 5) , . , 

oder auch: 

3. tangw* = 

„ , ih(«— I).(n— ä) . ■ , ii.(ii— l).(n— 2).(n— 5).(n— 4) „^ 

T" n(n— 1) ""T , n.(tt— l).(n— 2).(n— ^) ~ 



— «6^ 



b) Bestimmte VeiyielfMligniigeii 
Aiugedräckt durch die Tangente 



1. tanga = 

2. tang 2a s9 

3. tang 3a = 

4 

4. to/^ 4a = 

5. i€mg Sa =s 

6. fang 6a = 

7. tang 7a ss 

8. toiaf 8a 

9. ta¥^ 9a 
10. iiMUg 10a 



tang a 

2 tanga 
1 -^ /onf ^ a 
3<fliiya — <flwg^a 

1 — 3^angr*a 
4 tang a «— ' 4 ^oug* a 
1 — 6 tang* a -|- tang^a 

5 iggwy g — 10 tang^a + ^^»"B^ 
, 1 — 10^aiig^'^a-|»-5^iiilgf*a 




tang^ 



1 ---- 21 #«vi^^g -f; 35 tan^a — ltang;a 
_^ 8 /fliy g — 56 /oiy* a -}- 56 tan^ a — 8 /owg^ a 
"T 1 — 28 /awy^a + IQtangl^a — 28 /flwgr^a + ton^a 

9 toyy a ■ — 84 /a/y^a-}- 126fgyy*a -^ 36 tang^a-^ tanf^a 

~ T— "36la^*or-+r^ 

_ lO^oiyg— 120 ^fliy^a 4-252 toiy^g— 120 toiy^a+ 10 towy^i 
~ 1— 45 liuif^a 4-210 /onj^a — 210/aisg^a4*45/a7fj^a— »^an^< 



bb) Ausgedrückt durch die Cotangenten des einfachen Bogeas. 



1. tanga s=: 

2. /€i7ijr 2a = 



cota 
2cata 



3. /ongr 3a = 



cot^a—i 
— 3go#*a — 1 
ctil^g — dcota 



4co^g— "4co/g 
#" co/^g — 6cai^a^i 
_ 5co^aJ-10cof«g+l . 

~ co**g — 10 «^•a+*^** 

5qil»ft^aOg^a4-6go#g 
6. ^a^6a = ail«a~15c0l«a-f 16Ml«a-^l 



4. tang 4g = 

5. #aii^5g 



LI 3 
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* 

_ 7 CO^tt — 35 CO<*a + 21 iM*a—l 

7. föJiyVa — cora-.21a>^a + 35co/«tt — 7co/a 

8. tangSa =-—— 



CO^ a — 28 CO^* a + 70 a>^ a — 28 CO/' a + 1 

^*^ ~ co^*a — 36cora4.126co/»a — 84co/*a-j-9co/a 

_ 10 cot^a— 12 cor a + 252 cot^a— 120 co^«+ 10 co/ « 
lü. /aiigr 10a _ ^^«^_45^^«^210co/^a — 210co^a + 45co/«« — 1 

D) Ausdrücke für die Cotangente. 

a) Allgemeine ^Ausdrücke för die Cotangente eities Tielfadien Bogens. 

1. cot na =s 

. n.(n— 1) ^ ^ , n.(n— l).(n— 2)in— 3) , . 



n /rrnr^ n.(n~l).(n--2) .„^, . n.(n-l).(n-2Mn^Mii-4) 

n.teng-a j^^^ tang'a^ TOTO .'«^^«—.. 



2» cot na SS 



^.-£fe=a.«„.^„+ "-<-'>-^y-3) .^^„_.... 

- ..«^.-M'-y"-^).««^»+"("-'M;7y;T^H°--').,^,-,. 

1.2.t> ' 1.2«3.4.a 

b) Bestimmte Vervielfältigungen bis zum Zehnfachen, 
aa) Ausgedruckt durch die Tangenten ies einfachen Bogons. 

1. cota = 

tanga 

2 tanga 

3 tanga — tang'a 

4. CO/ 4a Ä-T7 ^^ — -rr—^ — 

4 tang a — 4 t€m^ a 

5. a>t5a ^ 1 — 10/g/»g^a + 5/^g^a 

5 t€tng a — 10 tang^a^Umg^oL 

1 — \btans^a-\^\btans^a — tang^a 

6. cot 6a = — ^-r ^ oiw ,^ ^L i; ^ J^ — 

6 tang OL — 20 tonjj^a-j- 6 taug^a 



8. cot8ci 



— S6B ^ 

1 tanga — 3ö .^a/i^ a -)* 21 *awgr*a-*/awg^'a 
_ 1 — 28 tan^a-\' 70 tan^a — 28 tang^a — tan^a^ 
8 tanga^ 56 tang^a -|- 56 tang^ä-^ 8 tang^a 
Q _ 1 — 36 tang^a — 126 to/ig^a — 84 /owg^a 4*9 ^o/ig*« 

S/ö/igfa — 84 to/2g*a-|- 126 f 0/^06 — Z6iangl^a-\-tang'^M 
.^ _ 1—45 ^iwig» g -f 210 tan^a — 210 tang^a'\'tötan^a — tang^^a 
^ ~ lOtei^a— 120fa/^a + 252/aii^a — 120^aiigr^a + 10/a/ig-»« 

' bb) Ausgedrückt durch die Cotangenten des einfachen Bogens« 

1. cota = cota 

.« cot^oL — i 

2. CO/ 2a = 



lÖ. cot 



3. ro/ 3a = 



2co/a 



Zcot^a — 1 

. co/*a— •6ro/*a + l 

4. rof 4a s= —r — -r T — r^— 

4co^a — icota 

_ - CO/* a — 10 COt^ a 4- 5 cot a 

co<*a — 15 co<*«-|- ^5 cot*<* — 1 

6. fO/6a — 6 CO*» «X — 20 «>/»« + 6 co<« 

cof' « — 21 cot* g -f- 35 cofi a — 1 cota. 

7. cotl» 7a>«*a — 35tf«*« + 21co<»« — 1 

_ ctrf»«-- 28 cof*.a + 70 «><*«-- 28 cgf'a + A 

8. C<tf8a — 8^^r„_56co*»«_j_56co^a__8co<a 

Q _i. CO«» « -7-36 CO«' « + 126 «rt»a>— 84 c©<»a 4-9«»*« 

9. eoi 9a — 9^^oi_84cot.«^i26«rt*a — 36€0<»a-f-l 

_ cot^'>a. — 45co<*a-}-210co<*a — 210 cof*« 4"^ <»**'» —^ 
10. cot 10a — 10«,<!»a — 120 CO«' a-f 252 co^a— 120 C0<»a-|- 10 cot a 

E) Ansdrücke Für die Secante. 

a) Allgemeiner Ausdruck (lir die Secante eines vielfachen Bogens». 

- • sed^^ ' 

secn«. n ^ , ^ , n.(n— 3) «„<_-, ».(n*— 4)in-r5) o» 7 -* j 

sec^a 



I n.(n— 5).(n— 6).(n— 7) o„*^>^^^_ 
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< b) Bestiinmte Vemelfilltiginigeii Iris wäük Zdurfbcben» ' iutgedrfickt diuidi die 

Seetmten det embdiea Bpgens. 

1. seca SB seca 

2. secwf, sz I 

3. sec 3a s= 



4 — 3.10^01 

^ **^' '^ ie — iOsec^a + bset'a 

^. ^. <gg*« 

'- - <gc^« 

7. *«?7« — 64 — 112«?c»a + 56M«:*a — 7l<?c«a 



9. #^c 9ai == 



««p*a 



256 — 576 J«r*a + 432 ««:♦« — 120Äee«a + 9*ec»a 



*«c*®a 



F) Ansdrüeke für die Coseeante* 

a) Allgemeine Auadriicke für die (hsecante eines vieKadien Bogens. 
. case&^a 
1. eoseena = ^ — Sl^IIi) „, . M°*-1)V=^ Z^ 

cosec^a 



oV-l).(n«-y).(o*— 5*) ^^^_, , 



diese Reihe gilty wenn n eine ntionsle ungerade Zahl ist. 

^ cosec^a 

». cosecna zsz ■■ ■ ■ ■ ■ ■ , ■ , , 

/P ^^^--^^ ii,(n»-2») ^^^ , n^n»~2W-4n 



cosec^a 



diese Reihe fß%^ wem n eine nittoiiale gerade Zähl ist 



n 



4 \ 



b) Bestinunte VervieUSiltigttiigen 

1. eoseca = coseca, 

2. cosec 2a s 



§ 



1' ■ 



3. cosecSa z=z 



4. co^e^ 4ot = 



5. cosec 5oi z=s 



6. eosec 6a s;s 



7. coitfc 7a = 



2l/(«>^«^«^^ 

3co«ec*a — 4 < 

cosed^a 



(4 cosed^a — 8) . ]/(»^^c*a — 1) 
caseosa 



iM^Mi^Al 



5 aM«c*a — 20 cwec^a — 16 

cosec^a 



(6 cosedfa — 32 co^c*a -J- 32) . l/(a>*^c*a — 1) 

cosec' a 



p 



8. IX>5^C 8a~ s± 



9. cosr^rSa =3 
10. cosec tOa = 



7 cosec^a — 56 casec^a -f- 112 i»*«:*a — 64 

' ' cosec^a ', 

(8 cwec» a — 80 co*^€r*a 4- 192 «>^«r*a— 128) • l/(co^ec«a— 1) 

cosec^a ««.«««. ' 

9 cosec' a -^ 120 cosec* a + 432 coset^ a — 576 cosec a — 256 

% 

cosec^^a 



(10 cosec^a — 160 coiec^a^ 672 cosed^oi — 1024 a>^«r«a -j^ 512) . '\/{cosed^d — 1) 



% « 
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XI. Potenzen der trigonometrischen Funktionen. 



A) Potenzen des Sinus. 

a) Allgemeine Ausdrücke für die Potenzen des Sinus. 
Wenn n eine ungerade Zahl ist, so gilt: 

1 • Ä 



ii.(n-l).(n-2)....(lB±5^ 






• ^ina 



n 



das obere Zeichen gilt, wenn j den Rest 1 läfst, nnd das untere, wenn j- den 
Rest 3 lä&t. 

Wenn n eine gerade Zahl ist, so gilt: 
2. i: 2"-^ sin^ a = cos na — • n . cos (n— 2) a -j- '^. ^ — - . cos (n— 4) u — 

n.(n— l)..(n — 2) . ^. , * ^ '^ ' V2 ' ; 

i.-Ä.ü . „ n 

das^ oheve 2ieicfaen gilt, wenn n durch 4 theilbar; das untere, wenn n blos durch 
2 theilbar. 

b) Bestimmte Potenzen bis zur Zehnten. 

i, sina ^s sina 

^ • • ■ / a A\ 1 —CO* 2« 
^. sm^a = — |(co*2a — 1) = ^ 

, I / • *> ^ . ^ , 3jma — ^i'yiSoc 
5. ^«* a .2=: — ^ (5w 3a — 3 *m a) d= , 

4. *m* a = 1^ ((CO* 4a — 4 cos 2a -j- 3) 

5. sin* a = ^ {sin 5a — 5 51/7 3a -}- 10 sin a) 

6. *m* a ;= — ^ (co* 6a - — 6 cos 4a -j- 15 cos 2a — 10) = 

10 — 15 cos 2a -|- 6 cos 4a — cos 6a 

32 
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35 £r/» a — ' 21 «KT» 3a -{- 7 Ml 5« — m 7<x 
= 64 '"■^ 

8. ^m*a = ^(cm8a~84:M6a«4-28tfo#4oi.^56€»^9a-f 35) 

9. sin^a s ^(^I>9a-*9«'i»7a4-36^5a — 84rä3a-f- 126ma} 

10. «V®a == -—^^(co^ 10a -—lÖ CO* 8a -j- 45 00^6«—- 120 £»^40^«-}- 

4-210co*2a^l26) = 

126 — 210 CO* 2a + 120 CO* 4a~ 45 CO* 6a 4- 10 CO* 8a — CO* 10a 

= ^- ^^^ ^ 512 ' "—^ 

Anmerkung. Es giebt keine reelle Werthe: 

1) Für eine allgemenie Formel der Potensen des SinuM^ amgedriickt durch den Sinus oder Cosinus 
des mehrficfaea Bogens. 

2) Für die PoUnien des SimUf aosgedföckt dar6h clot Shtur der geraden mehrfiichen Bogen. 

3) Für die Potenien des Sinus^ ausgedrückt durch den Cosinus der ungeraden mehrfachen Bogen. 

B) Potenzen des Cosinus, 

a) Allgemeine Ausdrücke fiir die Potenzen Aes Cosirius» . . ^ .. . . 

* ■ 

Wenn n eine ungerade Zahl ist, so gilt: 
1. 2»"**co**a == CO* na -j- n. CO* (n—- 2) a-f-—V"5 — ^.co*(n— r4)a-j-^.... * 

ii.(n-l),(«i-2):...(5^) 

1.2.3....te^) 

* 

Wenn n eine gerade Zahl ist, so gilt: 



• co*a 



2. 



2»-**'irö*«"a = co*na-f-n.co*(n— ^2)a4*' \ o * '<^^(P'^4)a-{-.... • 



|.(n-l).(n-2).,,v.(|+.j) 



1 ««^U •• •• 5* 



b) Bestimmte Potenzen bis zur Zehnten. 

1. cos^a sss co*a 

2. co^a 2= |(co* 2a -j-i 1) 

3. cos^a bB ^ (oo* 3<x -f- 3 CO* a) 

X. Mm 



\ 
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4. co^a = |4Ä>i4a + 44»*eoi;f 3) - 

6. cos^ a = ^ (co* 6a 4" 6 ^* 4a -f- 15 095 2« + 10) 

7. co*^ a Sit -^ {cei 7<t *j- 7^»# 6a 4- 21 -cos 8a-|^ ^frow a) 

8. M^a as ^(€w8a + 8eo«6a-f 28co#4a4-d6£0#2a4-35) 

9. cos^a ^=z ^ {ms 9m^ 9 eosla'^ 36 cos &a '^Bi cos 3a '\^i26 cos a) 

10. co^^^'a = ^(coi 10a-}- 10coj8a + 45co^6a^l30m^4a-{*210co^2a— 126) 

AametkuÄg. Es üt «inn^^gligli, für die PotauaB det Coshtms nette Werthe, dnrdi deo Simu 6a 
mehrfacfaca Bognt anfgedrückt, sn erhalten. 

^ C) Poteoxen der Tangente. 

a) Allgemeine Awdtrücke fiv die Potenzen der Tangente. 

* Wenn n eine ungerade Zahl ist, so gilt: 
1. tong*a = . 

• '^ • # A\ • I ,Ä#(n— 1) • / • IV \ ^ / _> 

^m na — n.sm (n — 2) a -| j-^ — ^ . sm (n— 4) a — .... , jx ""* ** 



1.2.3. r..(^~) 



/- 4\ »•(*^— 1)--{""^^) 

£X>^na -^ n . £0^ (n — 2) a-| \ q^ ' • co* (0 — 4)a-j"^«... ^ , COf a 

. ■-- • ^-^ 1.2.3....(^) 

» - "- - • " 

* V 

Wenn n eine .getade Zahl ist, so gilt : 

.' * • ' 

2. tang^a = 

/ 4. ^-(ö— l)-(ö— 2)....f24^ 

/ - «N I »-(n— 1) / jL. 2 ^ ^ ^ ' \ 2 ) 

cos na — - n . cos (n — 2) a -j V3 — ^ . cos (n — 4) a — .. . . ■ 






\ . A.%j • • .. qT 



: , ,, J.(n— l).(n-2)....C5±?) 

cos na *|-jFi . tös (ü-^2) a -j y-g — i . cos (n — 4) a -^ .... ; 

AnmerkuBg. Werthe fiir die Potenzen der Tangente durch die Tangenten des mehrfiKhen Bogcns 
ausgedrückt, bissen sich ajoB den in X. C b gegebenen Formehl cotwickehi. Maa^wird d ie selbe n 
als Gleichungen behandehi« und so tätigt os '^"V* ^ n- a* w. durch auccessiTe Subttitntionen o^ 
langen können. Einige dioser Werthe sind in der folgendeh Potcuxentafel ndt aufgenommeo. 



27& 



b) Bestiminte Potenzen der Tangmtelm vor Zebnteni 



'« 



■ • » 



1. tang^a SB 
3. ian^oL s= 



^oiyäop— 2/gyy g ^:. 2f^rggra 
f a/i^ 2« "*" /ang* 2a 



4. tou^ a == 

5. tanf^ a = 

6. tang^a = 

7. tang^ a == 

8. //iii^ a SS 

9. tanf^a s= 
10. /fli^<*a = 



sma 
casa 

1 — cos2a 
1^ cos 2a 

3 ^i> g — sin 3a 

3cOiya-J-co^3a "" 

3 fang fit . t€mg 2a — 6 fang a . tanjg 3« 4" "^ ^^f^ "^ ■ ^^*g ^ ' 

fang 2a 

4 CO J 2a — CQ5 4a — 3 

4 CO* 2a +COJ 4a 4-3 ' V . 

sin Sa— 5 ^m 3a -|- 10 ^w a 

CO* 5g -f- 5 co^ 3a -f- 10 co^ g 

CO« 6a — 6co« 4a + 15 CO* ar— 10 



i> 



r 



CO* 6a -|^ 6 CO* 4a4- 16 cos a'-j" 10 

«W 7a — 7**W> 5a 4" 21 Ji/> 3a — 35 JW a 

CO* 7g+ 7 CO* 5a --31 co9 3a-f*35co«a 

cos 8a — 8 cos 6a 4- 28 cos 4a — 56 cos 2a -f- 35 

CO* 8a 4- 8 CO* 6a 4- 28 CO* 4a 4- 56 CO* 2g 4- 35 

sin 9g -T* 9 *m 7g 4" 36 sin 6a — 84 sin 3g 4" 1 20 sin a 

cos9a^9cos 7a 4" 36 co* 5a 4-84 co* 3g4* 120co*g 

co^ IQq^ 10 CO* 8a 4- 45 CO* 6a f>- 120 CO* 4a 4* 210 CO* 2a ~ 126 

CO* 10a 4- 10 co*Ba 4- 45 CO* 6a 4* 120 CO* 4g 4- 210 CO* 2a 4- 126 

D) Potenzen der Cotangent^. 



a) Allgemeine Ausdrücke (ür die Potenzen der Cotangente. 
Wenn n eine ungerade Zahl ist, so gilt: 



1. cot^ a = 



CO* na 4* n • cos (n— 2) a 4- \ c% — • ^^ (n— 4) a 4- • • • • — * 



n.(n— !)•... ^!^i-^ 



l«2B«<>»*»a( ^ 1 



.co*a 



*i/}na 



* / ek\ A n.(n— 1) . , .. 
— n . sm (n-— 2) a 4 j-^ — . *i/i (n— 4) a 



n.(n— lj....^?^j 



Mm 2 



n— 1 



) 



. sm g 
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Wenn n eine gerade ZaU iat» so gSLU 
eosna-\-n.cos{a — 2)a«-f- ^ "T" «cotf(n--4)a4- 



n . 
2.(0" 



-l).(o-2)....(n±!) 



• • • 



1 • ^ «S • • • • ^ 



/ ox . n.(a— 1) , ., |.(ii— l).(ii-2)....(5_ij 

CO« na — n . cos (n— *) a-|-— t-w— * . cos (■—4) a — .... . 

, - « ■ - 

b) Bestinmite Potenzen der Cofangente bis zur Zehnten. 



1. 
2. 



COt^a = co/a 



cot^a sz 



1 + co^ 2a CO/ a 

1-— co^2a co/a— -2ro/2^ 



3. co^A 



€X>/ a . cot 3a 



4. eo^a =: 



5. COt^a 



6. CO/* a = 



7. CO^a = 



8. cot*a = 



9. CO/* a 



10. cot^"^ a 



^^ 3 cos a 4" go^ 3a 

"^^ 3 sin a-^ sin 3a, "~ 3 cot 3a — 6. co/ 2a -j- 2 cot a 

coj 4a "f-^^^'^ 2a "1*3 

cos 4a — 4 cos 2a -^3 

cos 5a "j- 5 cos 3a "}- 10 cos a 
sin 5a —* 5 ^iin 3a -j- 10 sin a . 

• cos 6a 4" 6 cos 4a *■{" 1 5 cos 2a ^ 1 ' 

CO^ 6a — 6 C05 4a -|- 15 CO* 2a -^ 10 

cos 7a ^ 7 cotf 5a + 21 cds ^-}'36 cos a 
sin 7a — 7 sin 5a -|- 21 «» 3a — 3b sin a 

CO* 8a 4" 8 CO* 6a 4" 28 coj 4a "f- 56 ^^ 2a -f- 35 

cos 8a — 8 cos 6a -|- 28 cos 4a — 56 cos 2a -|- 35 

^ CO* 9a 4" 9 go* 7a 4" 36 CO* 5a 4" 84 co* 3a -4^ 126 co* a 
*m 9a — 9 *m 7a 4- 36 sin 5a — 84 sin 3a — 12ö *m a 

_ co^ iOa 4- 10 CO« 8a 4- 45 cos 6<x + 120 cosia + 2i0 co^ 2a -{- 126 
~~ coi lOo^ — 10 CO« Sa 4- 45 CO« 6« — 120 cos 4a -f 210 co« 2a-- 126 
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E) Potenzen der Secante. 

a) Allgemeine Ausdrücke fiir die Potenzen der Secante. 

Wenn n eine imgevade Zahl ist, so gilt: 

1. sed^ a = 

n.(n— l)..,.(ii^) 

I / ftv I n.{n— 1) / £v t \ 2 / 
cü^na -f-n . ^^ (n — 2) a -j y-— — i . co* (n— 4) a -{- • «^ . . .. * cos a 

Wenn n eine gerade Zahl ist, so gilt: 

2. set^a, a= 

/ 4v J.(n— l).(n— 2)....(^-) 

cos na + n • co^ (n— 2) a -^ ^. ^ ^ .cos (n — 4) a -|- . . . . — — — -^ 

1.Z 1 o '^ " 

2 

b) Bestimmte Potenzen der Secante bis zur Zehnten« 



1. 


se& a 


1 
cos a 


» 


2. 




' 2 ' - 




C0j2a^ 1 




3. 


se(? OL 


4 




cos 3a -j- 3 cos a 




4. 


sed^ OL 


8 




co^ 4a + icos 2a -f- 3 






se^ a 


16 




O* 


cosboL -}- 5 cos 3a -j- 10 cos a 




6. 


sec^a 


32 


- 


cos 6a -|- 6 cos 4a -f- J5 coj 2« -f- 10 




^^ 


sec* a 


64 




i« 


cos 7« -{- 7 CO* 5a -j- 21 cos 3a -|" 3'"> <"o« a 




8. 


sei^a 


128 


rtr 



9. . setf a . = 



256 



CO* 9a -f- 9 CO* 7a + 36 cos 5a -|- 84 cos 3a + 1 26 cos a 

512 . 

10. *«?» a _ ^^io^^ioco*8a + 45ai*6a + lSOaM4a+210ciM2« + 126 

Y) Potenzen der Oosecante. 

a) Allgemeine Ausdrücke fiir die Potenzen der Cosecante. 

Wenn n eine ungerade Zahl ist, so gilt: 
1. cose^o. = 



• / o. . n.(n-l) . , ,, n.(n-l)....(^) 

5m na -^ n • *ii» (n— 2) a 4- \ ^ . *w» (n— 4) « — • • • • . ^y -* • sm o 

dieser Ausdruck ist positiv, wenn n durch 4 dividirt^ den Rest 1 lälst; er ist hin- 
gegen negativ, wenn dabei der Rest 3 bleibt. 

Wenn n eine gerade 24ahl ist^ so gilt: 
2. cosed^a &b \ 

^, „ ^..(.-1) , ,, l-<-'>-'-^-C^') 

cos na «— n • cos (n — 2) a -j y— — i , cos (n— 4) a — .• . . - 

dieser Ausdruck ist positiv, wenn n durch 4 theilbar ist, hingegen negativ, wenn n 
blos durch 2 theilbar ist 

b) Bestimmte Potenzen der Cosecanie bis zur Zehnten." 





V 


1 


1. 


cosec^ a 


sm a, 


2. 


cosed^ a 


2 


< i — cos 2« 


3. 


cosec^ a 


4 


sinZa — Zsina 


4. 


f 

coset^a 


8 



COS 4a -— 4 cos 2a -|- 3 
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» 

. . 16 

5. cose€r a =» i <^ - ou. l 4a ' * ' 

sm 5ce — 5 sm 9« -f- ^^ ^^ ^ 

6. IY>^^ a =s 



6co^4a — co^6a — 15^0^24+10 

^ • ' 64 



■faM* 



8. cosetf a s=s 



9. oo*^c* a = -t 



7 sin Sa ^^ sin 7a — 21 ^ 3a -}- 35 ^m a 

. 128 ^ ■ 

oo^ 8a — 8 co^ 6a -^ 28 co^ 4a — 56 co* 2a -{- 35 
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AI» 9a — 9 ^ 7a -|- 36 A» 5a — 84 *m 3<x 4* ^^ ^ ^ 
in 10 - ^ o\Z 

««»c a — lOeoxSa — CO« 10 a ^45 CO« 6a ^120 c«w 4a — 210 CO« 2a4> 126 

G) Werthe ffir die Potenzen der Funktionen, ausgedrückt durch 
Reiben von den Potenzen anderer Funktionen. 

' a) Re3ien fulr den Staus, ^ 

1.. w»««= *~|-<»<*«+ °i^72* •*"^**~ ° lT2.3.2«" •<»*'*' + "•• 

./aiigf^a4-.-.. 

Ä «„-«-1— E-J I n.(n-2) 1 n.(n--2).(n— 4) 1 , 

4. *w «_i j.^g^^l- 4 2 2» •jÄT'a 1.2.3.2» "Ji?^"*"'*' 

b) Reiben für den Cosinus. 

4 ^ 4 ^ ' 9 I nv(n— 2) . , n.(n — 2).(n — 4)' . , ' . 

1. coS^a =z l— ^,JOT«a+ 1.2.2« • 1.2.3.2» — ^-^ «+ 

« - 4 ^ * ^ I n(n+2) ^ . ^ n.(n+2).(n+4) ' , , 

2. co»»a = 1— j.*öBg[»a-{--ji^-L_i.te,^a l!2.3.2» •^«^'» + "" 

<» ^ '« A " ^» I "-(n+ä) ^ n.(n+2).(n+4). 

3. c«W« = cofa.^l-^^. «)<»«+ i:2y -«^«- l!2.3.2» • 



.cot* 



a "j* • • • • J 
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. ^ 4 n 1 I n.<n--2) 1 ii.(n— 2).(n--4) 

4. CO*»«- 1— j.^^^^i- ^ 2;2» •«©««<•« 1.2.3.2* 

I • • • • 



c) Reihen für 4ie Ttmgenie. 



« ^ — 1 A n _, , n.(ii— 2) . ii.(n— 2).(n— 4) 

A #«„^«-.-J Aj." _i I "'(n+ä) _J n.(n4-2).(a+^) 

4. '«y*« — eo*^e»«V "^2 •«»«?» o'T" i. 2. 2» •«»«:*«"♦■ 1.2.3.2» 

1 I 'S 

d) Reihen för die Cctangente. 
1 A n . , , n.(n— 2) . . n.(n— 2).(n— 4) 

• sin*a -J- •••.1 

/. , n , , n.(n-l-2) . , n.(n+2).(n4-4) 



3. «rf.««^ 



1 A , n 1 , n.(p+2) _J , n.(n-fr2).(n4-4) 

F^A^^ä'i«^"'" l.2.2V*«!C*a1 1.2.3.2« 
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i » ^ /'^ " 1 , n.(ii--2) 1 n.(n— •2).(n— 4) 

^ 1 ... > 

e) Reihen (ttr die Secante. 

4 I >* - o I n.(n — 2) ^ . , n.(n — 2).(n — 4) ^ ^ , 
1 A I n ^, , n.(ii— 2) . , ii.(n— 2).(n— 4) 



.co^a 



-f-....J 



A _ 1 _i- " 1 , n.(a+2) 1 , n.(n+2).(n+4) 1 , 

4. j«-a — ^'Te^'cosec'a'^ 1.2.2» '«)*«!• a? 075.2» co*«.-*«*^"* 

f) Reihen f&r die Cosecante. 

^ . n »1 ir.(n4-2) , , ii.(n+2).0i+4) . , 
1. eo*<rc»« = 1+2 •«>*'« H — 1.2.2» "^ 1.2.3.2* •*»*^" + 

^ ^^^^"='/^^-(^+2-^^" + -rO^'-^^"+ 1.2.3.2» ' 

.tang*a-^....] 

4 I n ^, I "•('» — 2) ^. , n.(n — 2).(n — 4) ^ , 

3. cosef«=i l+2'-y*"+ 1.2.2« "* 1.2.3.2» — ^•«"•« + — 

1 l*,Hi«-l4." * .»-(n+a) 1 I n.(p+2).(n+4) 1 

4, ««*<-«— l-t-2.^j^i--j-2-^.^jj^i- 1^2.3.2« •*«-«^'" 



PTn 
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Xn. Allgemeine Ausdrücke för die Funktioaen der Summe 

oder Differenz zweier Bogen. 



1. j£ii(a-{-p) =s sin a. cos ß-^ cos a. sin p 

2« sin(a — ß) zsi sina.cosß — cos a. sin ß 

3. cos (a+ß) = cos OL . cos ß — sin a.sinß • 

4. cojr(a— 'P) =3 cos a. cos ß-^- sin a. sin ß 

5 /flw(a4.0) _ tanga + tangß _ co/p + co/« ^ 1 +/flyiyp.co/a ^ 

*» \ "Tt^; 1 — tanga.tangß cota.cotß — 1 cota — taug? 

tang a . cot P + 1 

^ cot ß — tang a 

6 tanela^ßS — tanga — tangß _ cotß — cota _ i — tang ß.co ta^ 

^^ ^' 1 -^tanga.tangß cot a . cot ß -{- \ cot a-^ fang ^ 

tang a . cot ß — 1 

cot ß '^'iangix 

7 cot(a4-ß) ^ ^^^'^^P— ^ — ^— ^«*y/*-^^^p 3^ cota^tang? ^ 

•^ ^ coiß-\-cota tang a '\- fang ß i -}- cot a . tcisg ? 

,— . go^ P — tang g 

8. cotla-^ß) — ^^^'^^P+^ = ^+^^^^'^^"g*^ — «»^« + ^<'w^? -, 
^ " cotß — cota tanga — tang ß 1 — cota.tang? 

_ cot ß -f* ^<»W « 
""" teny a . CO* ß — 1 
A / I «V seca .secß 1 

^ * ' 1 — tanga.tangß cosa.cosß — smu.sinß 

coseca .cosecß. seca. secß 
"^ coseca.cosecß^^seca.secß 

.^ ^ _^ seca. secß cosec a . cosec ß . sec a , sec ß 

10. *fic(a — ß) s= 7-p- -^- — -=- — ^r 

^ '^' 1 -f- tang a . tang ß cosec a .cosec ß-f- seca. secß 

4 4 ^ I «V cosec a . cosec ß 1 

' cot ß'^ cota stna.cosß-^smß »cosa 

cosec a . cosec ß . sec a . sec ß 



cosec ß . sec a -(- cosec a . iec ß 



.Q , _. coseca.cosecß . coseca. cosec ß .seca. secß 

1». eosecKa^^ßj zs * s=s . 

^ ^' cosecß — coseca oosecß .seca^-^coseca.secß 
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Formeln, welche aus der Verbindung der Funktionen 
. zweier verschiedener Bogen entstehen. 



A) Summe oder Differenz der Funktionen zweier Bogen. 

Grundform: FH + F^^) 

OL P 



COS 



1. sm a-f' sin ß =2 sm — j—-.cos — —- = ^ ,^ . ^m («^.P; 



^* 2 

. a— ß 



2. sma'—smß =z 2 sm — ^—-.cos- a= . a «^w(«-}-p) 



3. itMa + eo^ß = 2co^ — ^.cos — —- 

4. cos ß-^ cos a ss2sm — ^.sm — g— 

5. tanga + tangß = ^ — L-^ 

^ ' ^'^ cosa.cosß 

sinla — ö) 

6. tanga — tangß = ^ -^ 

7. cota + cotß s= . ^ T*^! 

' smok.smß 

sin (a — ß) 

8. cotß — cotok = -T— ^ — r-^ 

i ^ cos («— P) 

9. cota^tangß = > ^1« 

* ^ A/i a . CO* p 

10. cot OL -^ tangß == -=— Hirs 

^ *^ sma.cosß 

a-i'ß a — p 
2 «w — Ä-^. CO* — ^ — 

11. 5«::a + Ä^cp ■= -—-5 

* '^ cosa.cosß 

^ . a— p . a+p 

2 Ä» — o-^« «^ A 
12- secß-^seca ^ = ^>^ ^rw»^« 



Nn2 
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2^m— ^l^.co* — 5-5- 
13. eosec OL -{' eosec ß = ^— 



sm a . sin ß 

li. cosec 3 — cosec a = . . ,, 

sina.smß 

B) Differenz der Quadrate der Funktionen zweier Bogen. 

Grundform : F^ (a) — F^ (ß) 

1. sin^a-^sm^ß = ^m (a— -p) . jm (a-|-p) 

2. co^ ß — co^ a = sin («— P) . äw (a+P) 
3- CO** a — sin* ß = «I* (a — p) . cos (a+P) 

4. to«ff*«-/ai«^«p ^^(«-ß)>^(«+P) 
^ ^^ co^a.co^ß 

c ., « ', , *i/j(a— p).Äii(a-l-p) 

sm^a.sin^ß 

*^ sm^a.cos^ß 

^ ® cos^a.sm^ß 

Q < ^o «»(ot — p).^(a4-p) 

cos^a.cos^ß 

A ^ •« Ä/^(a — P)-«y«^(a+P) 

stn^a.sm^ß 

C) Produkte und Quotienten aus den Funktionen zweier Bogen. 
Gnindfemen: F{ot),F(ß) oder ^^ und F(a).F»(ß) oder £^ 

2 2 4 CO* a . CO* p 

^ ^ co*(a — p)a-M^(a4-p) ^a^P • .a-\-ß 

2.- eosa.cosß =s ^ t-i-J^ L-ii2 = |x>**--^ — *m*--3-^Ä 
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7. tanga.cotß _ -^^-^-^—-^-^—^ ______!^ 

B .™.a ™.« _ sin (»4- W— «» (»— W 



2 









oe+|3 0.—? ,"— ? " ,"+P 



D) Summe nnd Differenz der Funktionen von der Summe oder 
Differenx zweier Bogen. 

Grundform: F(a 4- 13) 7 F (oc — |3) 

1. *«l(a+ß)4-*'«(a — P) = 2«»a.C0*p 

2. no (a-j-ß) — «n (a — a s= 2 CO« o . Wn ti 

3. «M(a ß) -|- CO« (w^p) =s 2 CO« a . COJ ß 

4. CO((a— <p) —4 CO» (a-j-p) = 2 «na. «in ß 
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5. jm(a4-|3)-f-«)*(a — /i) ssz {sina^cosa).{smß'^casß) zsi 

= 1/(1 + sin 2a) . (1 -f- Ä/i 2/i) 

6. j/it (a4"P)"^^'(* — P) = (#ijf a — casoL).{sinß — cosß) = 

= 1/(1 — w» 2ajt. {i — sin 2ß) 

2co^a. jec'p itanga .c oset^ß 

cot^ a r- tang^ ß cot^ß — tang^a 
2 tang ß . cosec* a __ 2cotß.sec^a 
cot*a — iang^ß coi^ß — tang^a 

2tanga.se(^ß 2cota.coset^ß 

tang^a — tang^ß ~ coi^ß — cot^a 

2 fang ß . se€^ a icotß .cosei^a 

tang^ß — tang*a tot^a — cot^ß 

2 cosec^a . cosed^ß. sec a . sec ß 



7. iang (a-^-ß) -\- lang (a—ß) = 

8. tang{a'^ß)'^tang{a^ß) = 

9. mt («+P) + cot (öt— p) = 
10. c»/(a+ß) — co^(öt— p) = 



11. «?c(a+ß) + *^c(a— /}) SS 

12. ÄJr(a+p) — *ec(a— ß) = 

1 3. co^^c (a-f-ß) + cosec (a — ß) == 

14. cw»c(a+p) — «w«r(a — ß) = 



cosed^ a . coset? ß — sec^a.set^ß 

2 gojgc g . go^c ß . sec^a. sec^ß 

cosec^a.cosec'^ß — sed^a . sec^ß 

2 co^ec a • cosec^ß . ^^cr^a . sec ß 

cösec^ ß . ^»c* a — • cosec^a . ^ei:*ß 

— 2 cosec^ a . co^gc ß . sec a . ^^ß 

co^ec^ß . ^«J'a — co^ec'a * J€C*ß 



E) Produkte und Quotienten der Funktionen von der Summe 

oder Differenz zweier Bogen. 

Grundformen: F(a.+ß) . F{a—ß) und j^j^j]^ 

1. JWf (a-j-ß).iw»(ai — ß) = cos^ß — cos*a = sm*a — ^m'ßss — — !-— -» 

ra (jma-{-m»ß). (^'/la — ^ß) =« (co# j3 -}- cw a) ; (co^ ß — cw^ 

A • y I «V / «\ *«»2a4-OT»2ß 

2. sm (a+ß) .co*(a— ß) = ^ ^ 



3. Jm(a — ß)-CO*(«+ß) = 



sin 2a — sin 2ß 



4. co#(a-[-ß)^ce>*(«— ß) =5 co**^— «»•as=aw*a' — ^m*ß=s X— ss 

s= (öO*a4-^wß)-(^»t« — «»ß) = («#ß + #i»a).(€?wß — ^^ 



I 



6. 
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iyit(a-f-P) ^giig « + ^^^S P _ cot ß-^- cot a ^ 

^ (a — p) tangoL — tang ß cotß — cota, 

^^ 1 -f- /flTtg* P * gp^ « ^ f a»g « . cot ß -|' ^ 
1 — tangß . co# a "^ tcu^ a . cof »p — 1 

sin ja^ß) timga-^ tangß cotß-\-cota 

cos{ot — ß) "^ 1 -|- tang a . tang ß cot a . cot ß.+ 1 

1 -j- tang ß • cot a tang a ■ cot ß-^t 

cot et -|- tang ß "" cot ß -|- tang a 

gQ5(«-|-p) . 1 «7- /gug- g > t€ing ß cot a . cot ß — 1 

cos (a — ß) T^^PtcmgoTriaäiigß '^ cot a .cotß -^ i "^ 

cofot — tangß cot ß — tang a 

cot a -|- tang ß cot ß -[- tang a 

8. /a"Sr («+P) . '«¥(«--?) = ^S^iJZTS^ 

9. tans(u+ß).cai(c^ß) r= -^^-^^^^ 

10. /angr («4-P) • cot (a+ß) =1 

, . ^ ■ / «v CO*' ß — **'»* * 

11. COtia^ß).COt(a^ß) :=.-^^——~ 

tang («+P) _ sin2a + sin2ß 

tang\a — ß) sin 2a — sin2ß 

I« tangja+ß) _ cos^ß—co^a 

^ cot (a— ß) cos"" ß — cos^ « 

cof (a4-ß) Ji/^ 2« — sin 2p . 

co^(ä — p) sin 2ot -{- sin 2ß 

* 

15. *m (a+ß) . ^«i («— ß) + CO* («+ß) . CO* («— ß) = 1 — 2 ««' ß = co* 2ß 

16. cos {a-\-ß). cos {a—ß)^ sin {a-{-ß)-*in {<*—?) ~ co^a — sin'u = cos^u 



i 



F) Produkte der Summe oder Differeu* von den Sinus oder 

* Cosinus xweier Bogen, 

Grundformen : (F{a) If F^ (ß)) . (F^ («) + F(ß)) . 

. cos 2p — cositx 
1. (*wa + *mp).(«»a— «»P) = sinia-^ß) .smia—ß) = i^ r-^ 

cos 2« — JJ/* 2a 
>2. (sina^cosß).{cosß — sina) = co* (a+p) . co* (a— p) c= g 






P- 
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, . / ' äv cos 2« — sm 2a 

' • / I V • / r.v «>*2p — cos%M 
4. (co5a+ca*ß).(co*P— «>*«) = wi(a+ß).«wta— P) = g 

a— — p 

a-4*p 

7. {sinA'^smß).{cosa'\'COSß) = i sin (a-^ß) . cos" —^ 

8. {sin » -^ sin ß) . {cos p — cos a) = 24m(a-f p) .«i»»— ^ 

9. («Ba + «Mß).(li»p + «»*a) = (l+*ii»(a+p)).co*(a— P) 
10. («m a 4- CO* p). («» P — «w«) == (1 + «*»(«--?)) •""(*+''^ 

G) Quotienten der Summe oder Differenz der Funktionen 

zweier Bogen. 



Grundformen ; 



«+P 
, sina-\-tinß _^, «j-J ^gi:z£-— L-l- 

1- 55r^:r^-'^-T--' 2 -,^^ 






^*«.fco*p^-^«+P^«r^g=Il_L.^ 

cosß-cos<. 2 2 ^^2:zf 

cos at '■j^ cos p * a 

»3 a+p cosß — cosa 

j^p ^3 ^ixi(R — «inp 

sma-f-sinp * » 

^- cosa-^cosß ^ 2 



* 
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8. 



9. 



to. 



11. 



12. 



13. 



14. 



15. 



16. 



17. 



18. 



19. 



20. 



81. 



22. 



21 



cosa-{-eosß 

cos ß — cos a 

sin a -{- sin ß . 
cosß — cosa 

cosa-{-cosß 
sin a -^ sin ß 

sin a «^ cos ß 
sin ß -f- cos a 



^cat 



s= cot 



= cot 



cot 



2 

a^ß 
2 

2 



sina'^^cosß _^ 
sin ß'^^ cos a """ 

cot ß"^ cot a 

cot a — tang ß ^ 
cot a -|- tang ß " 

tang a 4" tang ß 



a — ß : . a — ß 
cos—^ + sm—^ 

a — ß . a — ß 

COS — 5"=- — sm — g-^ 

. a + p , «4-/3 

«» — i-^ -f- COS • — - 



. a-fß o + ß 

in ■ 1 m^roM l 



sm 



sin(a^ß) 

""«»(«— P) 

sin («-{"P) 
#m(a— -ß) . 

- g^^ (^-1"P) i/— tang a. tang ß 

" co^ (a— ß) "*" 1 -f- ton^ a . toi^ß 

sin u .sinß 
^ ■ ■- ■ ■ ;sz tant[ oe • /oitfr 3 
COS a. cos ß ^ ^ *^ 



co<a»i»#ß«— t 
<x^a.€x^ß4-l 



co^a-f-co/ß 
^owg <» ■**• tang ß sin a • sin ß 

cot ß — cot a 
cot a "f- tang ß 



cosa.cosß 



tang a . tang ß] 



cot ß '^^ tang OL 

cot a — täng ß 
cot ß^^ tang a 
tang a-^ tang ß 
cot a — tang ß 
tang a-{^ tang ß 
cota'-mmcotß 
cota'\'COtß 
cota-^tangß 
I. 



SS cota^Umgß 



;= cot a. tang ß 
SS tang a ^ tang {a^ß) 
SS tanga.tangß s« -^^t-t — i-^ 
^ = cot ß . to)^ (a-f-^ 
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tai^ a — iarut ß 
cota + tof^ß = Umg a , tang (a^ß) 

cot ß cot OL 

cotar\-tangß = «>'P-'«^(«-/3) 

2^- ^Zi ß-t*^! - ^ionsß.tang {a+ß) 

tang a — tans^ ß 
-^iß:ft^^='f'^ngß.tang(a~ß) 



24. 



25. 



27. 



28. 



29. 



30. 



31. 



32. 



33. 



cotß-\-cota 
cotß — tcmga = «>' « • '«^ («+P) 

cot ß — cot a 
cotß-ttanga = «>* <^ • '«"g* («-P) 

CO/« «— tei^p 
tanga-^tangß = «"«-«« («+/3) 

tanga-tangß = «" « • ^»^ («-i?) 

eo/p — ^^'^ ö6 
cofß + co*«" = '«^ « • <?o* («+/3) 

co<p .-f- toiu* a 
cotß—^cot» = ««»g' « • «»' («— P) 

^- cot ß -A^ tang <x 

^- tango.^tangß = «»'P.«»«(«-« 

^^ cofa — tanffß 

^' ' cotß^cota =^ '^ß'Cat(«^ßy 

«_ cota-4-tanfrß 

38. ^q"g <* + <<Wg ß _ tang a . ^»i («+p) 
cot a-{. tang ß cos{a^ß) 

3g teiigr« — taryß __ tanga^sm(ct^ß) 
cot a— -tang ß cos{a^ß) 

^ tang cc -^ tans: ß „^ toiy p .sin (a~ß) 
cot ß — tanga cot (a-^ß) 

41. . «>< P -f- go< «_ co<a.jp»(a 

cot ß-^ tanga ""^ co*(a— p) 
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42. 



43. 



cotp-^eot« cotß.sia(a — ß) 

cot a-^ fang ß cos{a-\'ß) 

sec OL + $€C ß ^ «+ß . a— ß 

sec OL — sec i3 2 2 



1. 



44. '''''V''^\ ^eot''^.tansa.tangß 
eosec a '\' cosec ß 2 ^ ^'^ 

4o. • =--- = — cot — ~ . t€ins a • tans; ß 

cosec OL — cosec ß ' 2 ^ ® 

.^ rOiS^ic OL + ct><f^r ß , oL^ß ^ a— ß 

46. ! ^ = — tang —~ . co/ — jr— 

cosec a — co^^c ß ^ 2 2 

H) Produkte aus den Quotienten der Summen oder Differenzen 

der Sinus zweier Bogen«. ' 

Gn-ndfonn: fÄJi.SMi^ 

F{ot)±^F{ß) Fl (a) ± Fl (.8) 

nna'\'Smß sin a + Jin ß _ .^„^j a+ß ^^«— ß 
smoL-'^smß cosa^cosß ^2 2 

2 5ii>a+^/iß^na + ^/^ß _ ^ «+ß ^^a «— ß 
sina'-^sinß' cqsß — cosa * 2 ' 2 

^/i» OL -j-jSinß cos a-^cosß , a — ß 

5m a — Ä»ß cosß'^cosa 2 

4. ^ — Tir^ T^ = tang '■—■'. cot —~ 

cos^ß — cos^a ^2 2 

^- (co5a+co.ß)> - ^^^-2^'^^-2^ 

g (5111 g—^ß)^ =1 
co**ß — CO**« 

i) Produkte nnd Quotienten der Summe oder Differenz dcT Funktionen 

Ton der Summe oder Differenz zweier Bogen. 

Grandformen : [/"(a+P) ^ F{»—^'\ • [^(a+P) ± /*(«— P)] 

1. [«» (a+p) + 4zn (a— ß)] . {sin {a-\-ß) — sin («— ß)] = **» 2« . «« 2ß 

2. [w> (a-f-^ + sin («— P)] . [«M (a-fÖ + «W («— P)] sss 2 *m» 2a . ow'ß 

Oo 2 
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3. 
4. 
5. 
6. 

7. 
8. 

9. 
10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 



[sin (a+p) + sin («— p)] . [cos («— ß) — cos (a+p)] ss 2 jm«a . jm ^ 
[JOT (a+/3) — «» (a— .ß)] . [«)# (a+ß) -j- co^ («— ß)] = 2 «;» 2ß . «M*a - 
[sin (a+P) — '*» («— P)] • [cos (a~ß) — m« (a+ß)] = 2 *#» 2a . äV ß 
[iw(a+ß) + COf(a— ß)].[^»(a— ß)4.co^(a+ß)] = ~«>*2ß. (1 +ttri2a) 
[jrm (a+ß) + cos (a— ß)] . [5m (a— ß) — cos (a+ß)] = cö* 2a (1 + «i» 2;3) 
[cw(a+ß) + c«w(a— ß)].[co^(a— ß)_co^(a+ß)] s jiii2a.m2ß 

jii>(a+ß) + jyi>(a— ß) 

«»(a+ß) — «»(a— ß) ^ '^ 

*m(a+ß) — sin(a — ß) 

«I» (a+ß) + sm (a — ß) ^ ^ 

go^(a+p) + CT^(a_p) 

^^(a_ß)-co^(a+ß) - ^^^^COiß 

COS (a — ß) — * re>j (a+ ß) 

cos(a-ß) + cos{a+ß) = *^^<^tangß 

sin(a+ß) + sin{a—ß) _ 
«)f(a+ß) + cw(a— ß) ~ ^^'*'* 

^(«+ß) + <'^(«— ß) _ ^. ft 
«>*(a— ß) — co^(a+ß) ~ ^''^ 

«•|>(a+ß) — «»(g— ß) _ 

coj (a+ß) + CO* (a — ß) ~ ^'^^P 

sin (a+ß) — sin (a — ß) 

cos{a—ß) — cos{a+ß) "^ ^^* 

ffl» (g+ß) + cQj (g— ^ß) ;_ cosß^sinß 

«»(a— ß) + coj(a+ß) "" cosß — sinß 

sin (a+ß) + coj («— >ß) £^^i+^£a 

rär (a— ß) — cos (a+ß) sina^^casot 
fang (a+ß) + fang (a— ß) _ j?m2a 
tang (a+ß) — tang (a — ß) "" sin 2ß 
^flwy (a+ß) + fang (a— ß) _ 

to^(a+p) + a>r(a-ß) = ^fl^(«+P)^^-^«-(«~ß) 
fgy^ (a+ß) + /giy (g— >p) ^ma.co^g ,0 1 x . 

«5(a+ß)_co/(g-ß) - *i»ß.co*p • ^^"«^ ^f'+«) • '*'''« (P-«) 
cot (g+ß) + CO/ (g— >ß) _ Jiyi2a 
«>f («+ß) — CO/ (a— ß) ~ *m 2ß 
^c(a+p)+5^c(a — ß) 
sec(a+ß)Zsecla-.ß) "^ ^^«•«><P 



.i»(.+m+.A.(»-/3) .m(..+a+.a(.-a _ ,„„,.;„,,„ 

■'■ »T (<.+(i) —sin (fc — a) cot („+(i) 4-co. la—il) ^^ ^"^ 
ri»(»+W + "•"("-« "'(■'+» + "•"(«-3) _ ,„„„ „,,,, 

»i>.(a+ß) + j»i(»— P) coJ (■.+/)) + rot ("— 3) .,, , 

•"• ,m (.+|3) _ sin (a-p) ■ cos (a-,J) - «« («+/.) " "' ' 

'■'■ ««"(« — i3) — CO*' («H-.8) ~ 

K) Quotienten von Sinus und Cosinus der Summe xwpier 
dividirt durch da& Produkt dersellirn. 



jfCi-undfonn : 
cosi.msp 'S -r ■51' 

eosci.cosß ^ ^ 

"•-■(— a ^^j„_^^ 

gtna.siaß '^ 

sm <x . «in p 

7. i?ifc=a = ,+,^„.,^;, 

eosoc.cotß ' ^ ^' 



_F(2+fl 



^ 



994 ~ 



8r -? ^ r^ SBB CO/ (X . CO^ ß 4- 1 

sma.cosß ' ^ 

10. *^>+P) ^l-^fa^go.co/p 
ro* a . sin ß i «? 



11. ^^(^— P) =: i—tangß.cota 
sm a \ cosß ^ 

COS a^. 511? ß ^ 

13. £2lM4 = co/«-/«v.p 
sma.cosß ^ "^ 

. . CO* («4-ß) * /:» ^ 

14. ^—^r^ = cotß — tanga 

cos a.smß » -ö 

.- cosOx — ß) - I ^ o 

15. -; — ^ ^'=i cota-i-tangß 

sin a . cos ß t o »^ 

,- COSCot ß) -Ol* 

cos a .smß « c? 

L) Summe oder DiffereniK der Tangenten von der halbe 

Summe oder Differenz zweier Bogen. 



Gnmdfonn: /•(2i;^)q:F(f^) 



1. <a«g^ + <«y V = co.a + «,.p 

a— ß , ^«+ß Scilla 

2 ' 2 cosß'^cosa 

2 ^ 2 cosß-'^cosa 



Produkte und Quotienten der* Funktionen von der halben 
Sümm^ oder Differenst- zweier Bogen. 

, a+3 . a — ß I/o V '^ 

1. AW ' ■ .sm ^ *^ =|(co^i3 — co^a) 

2. sm — jr-^.cos — ^-^ :x ^{sina^smß) 

3. sm—^.cos ' = I («/» a — 5wp) 

4. cos'^—.cos^-— =z \ {cos a-f- cos ß) 

a-4-3 ^ a — ß cosß — COS-o^^ 

5. lang —~^ . fang —^ = ^-7—- — 

^2 2 ^wa — smß^ 

a — ß ^a+ß sma'^sinß 

7. /aw — cT^. cot — ^— = -T : — r~ 

^2 2 sma-f-smß 

^2^ 2 cos ß-^ COS a . 

«--.ß . a— ß ^ a — ß ^2 2 



9. 



a--ö . a — ß ^ a — 



a4-ß a— ß • a+ß 

cos- ^.cos-^ cot^ 

10. ,.+p . a-ß = --^=:ß = ^^4^'^^V 

N) Ausdrücke für die Summe der Einheit und dem Produkte 

zweier Tangenten. 

Grundform: i'+F{a).F{ß) und 1 — JF'*(a).F*(ß) 

+ COS (a — ß) 
tangot^tangß =^ — — ^ i 
^ ^ "^ cosa.cosß 



\ 
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2. 1 — tafig a . tätig ß = ^— ^ 

^ ° cos a. cos ß 

cosla — ß) 

3. \4-COta.COtß — -r-^ r-^ 

' sm a .smß 

4 cos(a4^ß) 

4. cot (X . cot i^ — 1 = -: T — r; . 

SUi u . ^f n |i 

. , .vm(M4-3) tansr OL -i- tang ß 

5. 1 +6-0^ « . tang ß = . ^ ~'' — ^7-J- ^-^ 

* ^ ' smoL. cos ß ^^^ OL 

sinla — ß) tanga — tangß 

6. i-^cota. tang ß ^ — -r^ 4^ = —^ ^^ 

° * ^ ^j» a . cos ß tang a 

cos (a+ß) . cos (a ß) 

7. l — ^ür/wr^« . tang^ß =: ^ V r:; — ^ 

. cos lct4-ß) . cos {a — ß) 

^ Sin^ a • sitr ß 

9 ♦ » 

' O) Ausdrücke für die Summation. der Bogen bei Tangenten 

und Cotangenten. 

Grundform: arc tang x ^ arc tang y 

2x 
1. arc tang x = i grc tang ^ ^ 



\ 

• 



2, = i arc cot 



1— X« 



2x 
3- arc cot X ss \arctanf ^^^^ 

X*— 1 

5. arc tang x + arc tang j = or^cfangj^^ 
. arc tang x^^ arc tang j :=i arc tang j-r-^ 



7. arc cot X -\- arc cot y = arccot^ 
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»+y 



8. arccotü^^arccoty =s arccot^^^^ 



XIV. Werdie der Funktionen fdr einen aus drei Theilen 

zusammengesetzten Bogen« 



A) Funktionen für unbestimmte Werthe der drei Theile de^ Bogens. 

Grundform: i^(a+ß+y) 

i. ^/n (a-J-p-f-y) = sina.cosß.cosy-^'Sinß .cosa .cosy'^siny .cosa.cosß — 

sin a • sin ß . sin y \ 

% co^(a-[-p+^ ^= cosa.cos ß.cosy^cosa.sinß.siny — cosß.sina.siny^ 

cos y . sin a . ^'/i ß 

«V ^^^^^V 1 — tanga.tangß — tanga.tangy^tangß .tangy^ 

. . . ^ , . cota,cotß ,coty — cot OL — cotß'^^coty 

^ ' *^^ * *^' cota.cotß^cota.coty-f-cotß.coty — 1 

5. sec{a^ß-\^y)% = 

Ä^€? a . sec ß . 5^c y . cosec a . co^irc ß . co^^c y ' 

coseca . (cosecß . cosecy-^secß • *^cry) — ^^ca . (cosecy . ^^cß — cosecß.secy) 

6 coj«?(a-|-p-}-y) = * 

j^ca • ^^c p . ^^c y . cosec ot . ro>^c p . cosecy 
coseca. . {cosecy . ^^c p -j- co^^cp . ^^ry) -j- ^^c« . (cosecß • cosecy — ^^£?p .secy) 

B) Gleichungen für. den Fall, wenn die Summe der drei Bogen 

90» beträgt, oder a-j-p + y = | 

1. sina . cosß • cosy'\'Sinß . cosa . cosy-^siny • co^a . co^p — sina . w/p . sinyz=i i 

2. fang a -^ /oiigr P + ^^ng y = /a/sg" a . to/zg* p . fang y -|- J^<? « • sec ß , ^^c y 

3. 00^ a -|- CO/ p -f- CO/ y = fo/ a . co/ p • cot y 

4. tanga.tangß-^tanga.tangy^tangß.tangy :=^ 1 

t. P p 
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. . • V ^ • -.V y ' ^\ COS 2ä — sin 2flt 

3. (*mp + i»^a).(co*a— «wß) = co*X«+P) • «>* («— P) = j 

' V ^ V ' . / • ^v • / \a cos iß COS%M^ 

4. (cOJa+C<Wp).(€W^— OWa) = W»(a+P).«w(a— p) s= 5 



% • 



5. (5/i»a-]-5mß).(coja + coxp) r= 2 Jm (a+ß) .€»**— ^ 

6.(sm»'{'Sinß).{cosß — cosa) = ^iV— ^-.^(a— p) 

a-4*p 

7. («i>Ä— ^^iwß). («>*« + CO* ß) = 2w>(a — P).«w*— g— 

8. (sina'^sinß).{cosß — cosa) = 2^(a-j-p) . sin* — g— 

9. (w»a + coip).(imp4-eMa) = (1 +«»(a+p)), co*(a— P) 
10. (wia + ro* p).(«»p — CO* a) = (l + *w(a—P)).c^^ 

G) Quotienten der Summe oder Differenz der Funktionen 

zweier Bogen. 

r-m«dform..A. ^(^)HF^(P) ^a ^HTFißj 

a + P 

, 5ma + w>p _. g+P ^.«-P_ ^'^^~2 . 

1. -? * — s— s = W'V — o — "^^*^ — 5 — = ^ ' ^ 

*ma — «iip ^2 2 ^ «-rP 

^^^—^ 

I « I i* « coi — ~-^ 

2, --J = cot — 5 — »coi — 5 — = ' 

cosß — C05a 2 2 . ^ a — p 

tang—^ 

^ co.a + co. 7 ='^^~2-'^^^-2- 

' co*a-f-cojp **'nö 2 sinok'^sinß 

cosß-cosa _ aJtß 

^' *wia — *i/»p^^ 2 

SUt et "Y SUl ß •" » 

_ W»a — sinß _ « — P 

7. 1 ^^:ztang—^ ^ ^ 

cosa-^cosß . » ' 



^ . 
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& 



9. 



10. 



11. 



12. 



13. 



14. 



15. 



16. 



17. 



18. 



19. 



20. 



Si* 



22. 



sina^^ sin ß 
cos ß — cos a 

sin a-^ sin ß 
cos ß — cos a 

cosa"\-cosß 
sin a — sin ß 



= ad 



^ 2 



s= cot 



= cot 



cot 



2 
~2~ 



i . 



stn a 



^cosß ^^ 



sinß'^ cos a 



a — ß . a~ß 



w> « -{« cos ß __^ 
sin ß-^^ cos a "" 

tang a — ttmg ß 
cot ß 4* cot a 

cot ß'^ cot Ol 

go^ g — tang ß _ 
cot g + ^^*^ ß " 
tang g -j" ^<»»y P 



. g + p . g+p 

. g+p g+P 

in — i-4- — cos — i-^ 



*il» 



co/g 



cotß 



^ "2 

^ sin (g-HP) 

— ^iw (g— p) 

*ii> (g4*P) 
iw(g— P) ^ 

_ CO* (g+p) _ 1— tang a. tang ß 
" «w (g — p) 1 + toi^ g . f ai^y^ 

sina.sinß ^ ^ « 



co< g « Hol p *-» 1 
cota.cotß^i 



tang g ■— toiy p sin a .sinß 

cot ß"^ cot a 
cota-^tangß 



cosa.cosß 



tang g . tang ß] 



cotß-\'tang9 
cot a"^ tang ß 
cot ß — tang a 
tanga-^tängß 
cot a — tang ß 
tang g 4^ tang ß 

COtU'^COtß 

cota-^cotp 
cotck'-^tangß 



7=s cota.tangß 



:=: cota.tangß 
sss tang a . tang {a'^ß) 
^tanga.tangß^^'^^^j^^ 

=z cotß. fougr (<x+P) 



I. 
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24. 



25. 



26. 



27. 



28. 



29. 



30. 



31. 



32. 



33. 



34. 



35. 



36. 



37. 



38. 



39. 



40. 



41. 



tang g — iang ß 
cot a -\- tang ß 

cot ß — cot « 
cot et r|- taiig ß 

tang a -f- tang ß 
cot ß — tang OL 

tang a — tang ß 



= tang a, tang (a-^ß) 



cot ß. tang (a—ß) 



= tang ß . tang (a+ß) 



cot ß -{-temg a 
cot ß 4" cot a 



s=» tang ß . tang (a — p). 



cot ß — tang a 

cot ß — cot CK 

cot ß -[- tang a 

cot a — tang ß 
tang a -j- tang ß 

cot a-\^ tang ß 



= cot a .tang (a-j-ß) 
=: cot Qt . tang (a*— ß) 



= cot a ^cot (a-f-ß) 



tang a — tang ß 
cot ß — tang a 
' cot ß -f- cot a 
cotß-^-tanga 



= cota.cot(a^^^ß) 



= t€mg OK, . cot {ct-^-ß) 



cotß — cota 

m 

coiß' — tanga 

tang a^ tang ß 

cot ß -f- tang a 



=s tang a . cot (a— ß) 



^= &}tß.cot (a+ß) 



tang U'-^tang ß 
cotot — tangß ^^ 
cotß'\- cot a 
cot a-^ tangß 



= cotß.cot{oL — ß) 



= tang ß . cot {pL-\-ß) 



cotß — cota, , 
tang g. -{- tqng ß 

cot a -f" tang ß 
tang. a — tang ß 



= tang ß . cot (a— ß) 

tang a . sin (a-j-ß) 

cos{a — ß) 

— . tang a , sin («*— ß) 



cot a — tang ß 

tang a -^ tang ß 

cot ß — tang a 

cotß-^cota 

cot ß -{- tcmg a "^ 



1 ■— 



COj(a-[-ß) 

tang ß . sih (a — ß) 



COs(a'\^ß) 
cota. sih (a-^-ß) 
C0S{(x — ß) 
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42. 



43. 



44. 



45. 



46. 



cotß-r-coi<n cot ß. sin (a — ß) 
cot U'^ fang ß cos(a'^ß) 

^^ca — secß 2 2 

See a-l- secß' ^ .«+ß , 
cosec a -\- c&sec ß 2 ^ ^"^ 

^ee!a-f*MCß ^«-^ß . . « 

! !--— = — co^ — --!- . ^oiiÄ' a . ians: ß 

cosec a — cosec ß ' 2 ^ ° 

ro.s«c a -|- co#^r ß . a4-ß ^a— 'ß 

, =s — tarnt — TT — • cot — TZ — 



cosec a -^ cosec ß 



tang 



1. 



2. 



3. 



H) Produkte aus den Quotienten der Summen oder Differenzen 

der Sinus zweier Bogen^' 

Grundform: mi|ig . ^ifOT|;@ 

F{<x)±^F{ß) F'(cfi)±Fi{ß) 

stna-^sinß tina-\-sinß _ , a+p a—ß 

sma — ^171 ß £0«a-{-<»>^ß ^ 2 

sina-^'Sin ß sina-^sinß ^^ a-^ ß 

sina^^sinß' cqsß — co^a "" ^2 

jii>«-|*^''^ß cosa-^cosß ^ ^^ g — ß 



.cot^ 



2 

a — ß 



sin a — sinß' cosß^^ cosa 



= cof 



^ (sina'\'Stnß)^ ^ a+p ^a — ß 

4- ^ — Trr^ T^ = tang l.'^ .cot —77— 

co^'ß — co**a ^2 2 

sin'a — sin^ß _ , «+ß ^^„^«— ß 

(^m g — sin ßY _ ^ 
* cos'* ß -^ cos'^ a 



I) Produkte und Quotienten der Summe oder Differenz det Funktionen 

von der Summe oder Differenz zweier Bogen. 

Grundformen: [F(a+ß) + -P(g— ß)].[/*(a+ß)±F(a— ß)] 

™* ^(«+ß)±^(— ß) 

1. {sin (a+ß) 4" ^'^ (« — ß)] • E^*'» («+ß) — -w» («—ß)] = **» 2« . sin 2ß 

2. [rä (a-f ß) + ^ («— ß)l • [«>* («+Ö + «>* («— ß)] == 2 «11 2g • cos^ß 

Oo 2 



3. 
4. 
5. 
6. 

7. 
8. 

9. 
10. 
11. 

13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 

« 

21. 
22. 
23. 
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[jm(a+p)— *i»(a—ß)].[«o* (a+p) + «»*<«— p)] = 2«»2?.«M««' 
{sin («+P) — sin («— P)] . [cos («— ß) — cot (a+p)] =« 2 *«« 2« . «»« ? 
[iw (a+ß) + «>* («— P)] . [«» («— P) + cos (a-{-ß)'] == — co* 2p . (l +«» 2a) 
[sin (a+p) + CO* («— P)] . [*«» («— P) — cos (a+P)] = «M 2a (1 -f #M» 2p) 
[«w (a+p) + cos («— p)] . [«w («— P) — cos (a -|-p)] k «in 2« . «m 2p 
^(a+p) + *m(a-.p) ^ ^^^p 

sm(a+ß)-sm(a-ß) ^ ^,^^,^^ 
W»(a+ß) + *ii»(a— ß) ^"^ 

coj(a — ß) — coj(a-f-p) 



cot a .cot ß 



l!IlA Cj— i — L^ = fang a . f ^im^ ß 

£»j(a— ß) + «i^(a4.ß) -e •ö'- 

€JO*(a+ß) + co*(a— ß) ^ 

Wi(«+ß) + <^»(«— P) _ ^^^ 
«>* (a— ß) — cos (a+ß) 

^'»(«+ß)-^'^(«-ß) _ ^ p 

^m(a+ß>-^'/>(«-ß)^^^ 
otw(a— ß) — coj(a+ß) , 

Wg(a4-ß) + C0^(a-^ß) _ twß + ^^^ß 
«»(a— ß)4-coj(a+ß) COS ß-^ sin ß 

sin («+P) + ^^ (^^^ß) sina-^-cosa 

sin (ot— ß) — cos (a+ß) sina^-^cosct 

tang («+P) + ^^^J? (<>— P) ,^ ^'» ^ 
^flwff («+ß) — '«aOTg" (a— P) sin 2p 

#fliy(«+P) + ^^^("-ß) ^ tang {a^ß). tang (a-ß) 

tot (a+ß) 4- co^ (a— ß) *^ ^*^^ *^ /^' 

co^(a+ß) — co^(a— ß) sinß.cosß ö ^* ^ ^ 'S v. / 

CO/ (flt+ß) "h ^^ (^ — P) sin2a 

CO/ (a-f-ß) — CO/ (« — ß) «w 

jgc(ot4"P)^^^g(^ — P) 



2ß 



) — r^; ' -J ^ =s 00/ a . CO/ p 

^c(a-f-p) — sec(a — ß) 



ä93 



24. 



25. 



26. 



27. 



28. 



29. 



30. 



31. 



32. 



sec(a-\-(i)-i-sec(u — ß) ^ . / i „x ^ / r,\ 

eosec\oX7)Xcosec(«^ß) = «'«''«* («+P) ' '^ ^'^"^^ 

cosec(a-\-ß) — cosec{at—ß) '^ -»vi./ •» v 

7 — r-T^ 7 7X = — tone <*' cot ß 

cosec (« + ß) — cosec (a — ,a) ^ 

sin (a+ß) —sin («— i3) ' co.y («+(3) +co* (a— .8) ^ ' ^ "^ 

<BB(«-f-P) + *^(«— P) ^w(a+P)-i-^w(a>-.Q) _ . 

51» (g+p) + sin (g — f3) cos (a-\-ß) -\- cos (« — ß) _ _, 

«OT(g-}-p) — sin(a — ß)'cos{a — ß) — cos{<x-^,ß) 

[sin (g+p) + sin (g— ß)]' _ _ te^^ 

«M« (a—p) — CO*' («+p) —^""8"' «>' P — /«„g. 3 

jin» (g+P )* — *'»' («— <^) 
[cosiulß)-\-cos(a-ß)y = '«'^«•'«'^^ 



'5 l- 



Q 



sin (a+ß) — ^V («— P) _ . 
co*^ (« — P) — «>*' («+ß) 



K) Quotienten von Sinus und Cosinus der Summe z.weier Bogen, 

dividirt durch das Produkt derselben. 



^.^ndfonn; jrrj^ 



1. ''''^''+^\ = tanga + tangß 



2. 



co^ a • cos ß 
sin(a'^ß) 
sin OL • sin ß 



= cot OL 'j' cot ß 



3. ^ i-^ = tanga — fangß 

cos a . CO* ß ^ ^ 

srm a . «m /5 
COs(a^ß) 
cosa.cosß ^ ^ 

6. —. — ^ . '. ' = cot a. cot ß — 1 
Sin a • sm ß 

7. ^^^ '^i =s 1 -4- tang ol . /atim: ß 
casa.cosß * -^ ^ 
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8r 



9: 



10. 



11. 



12. 



13. 



14. 



15. 



16. 



co*(«--p) ^cota.cotß-^i 



sin a . sin ß 

sin (a+ß) 
sin OL . cos ß 

sm{a-\-ß) 
COS a . sin ß 

sin (« — ß) 
sin a \ cosß 

sin (o6-^P) 
cos «- • sin ß 

cos{a+ß) 
sin a . cos ß 

cos («+ß) 
cos a • sin ß 

cos{a — ß) 
sin et • cos ß 

cos ja — ß) 
cos a.sinß 



^ SE 1 4- tang ß* cot OL 
=: 1 -J- tang a.cotß 



!^ = 1 — tang ß .cota 



=s temg <x • cot i3 — l 



= cota — tangß 



= cotß — tang OL 



•5= CO* a -j- tang ß 
!L -sc co# p + tang ci 



L) Summe oder Differenz der Tangenten von der halben 

Summe oTder Differenz zweier Bogen. 

- Gnindfonn: f{^) + f{^) ' 

« 

a+3 ^ a — p 2^*itß 

2. tang— ^ — tang --TT- ^ i j: 



2 



3. cot —^ -^ ^* —^-^ ^ 



-|-co* 



C05a-|-C05ß 

2^wg« 

COSß-^COSa 

isinß 
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M) Produkte und Quotienten derF-unktionen von der halben 

Sümm6 oder Differenz* '/;weier Bogen. 

Gnu.afon.= F(^ .F(i=l) ™d ^f^'^'^^ 

1. AW— ^.Jin— 5-^ = |(co^ß — cosa) 

_ . a-4-ß a— 3 , . . I . V 

2. 51» — fr^.COS — 5— SÄ |^(«»a4-Ä/f p) 

3. 5W — ^. £»5— ^ = I («» a — smß) 

a-+-ß a-^3 -, # I * 

4. COS 1 . cos — ^ s^^^cosa-j-cosß) 

a+ß ^ a — ß cosß — cosa' 

i»-|-3 ^ a-f-3 jm a + 5w ß 
^2 2 sma — smß^ 

7 ^ «— P ^^ ^+P _ sin a — sin ß 

7. /oiigr-^.co^-^ = 5i»a + 5wß 

2 . 2 co5ß — co^a 

a — ß . a — ß ^ a — ß ^2 2 



-P 



a--ß . oe — ß ^ a— 

C05 — j- . «» — ^-i- /Ol^ —^ 

a+ß a— ß . a+ß 

COS—Jr-^COS—x;-^ COt—^ , 

^22 2 ^«+ß .a 

. a+ß . a— ß a— ß 2 

N) Ausdrücke für die Summe der Einheit und dem Produkte 

• fg% ^_ , 

J 



Irücke für die Summe der Einheit und dem Pi 

zweier Tangenten. 

Grundform: 1 + /'(a) . F(ß) und 1 — Z'« (a) . F« (ß) 



. • cos (a — ß) 

1, i^tangot^tangß =i ^ 

' ^ ^ . cosa. cosß 
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2. 1 — tOilg rt . iaiig i3 z= ^ — i-i-^ 

iX>«(a — ß) 

3. t + C0^«.CO/ß = -r-^ r^ 

. cos («+P) 

sm u . sm ^ 

AI» (m 4-3) tans <^ -^^ tang ß 

5. 1 +eot « . /«Äff ji = . ^ ~'l, = — ^7—^- — ^^ 
*^ ö * ' ^1/» a . cosli lang OL 

7. l-ta„s^.. langen = ^^»«.^.»^ 

COJ (a+ß) . CO* (a — ß) 

sin (a+ß) . sin (a — ß) 

^ O) Ausdrücke für die Snmmation der Bogen bei Tangenten 

und Cotangenten, 

Gtmiitotm: arcttmgx^iarctangY 

2x 
l. arctangx = i^arctang ^^ 

1 X* 

2x 
3. arccotx ss karctang ^_. 

TL L 

5. arc lang Xr^-itrc fang y ^=^ arc fang j-^-^ 

* — y 
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7. arc cot x + ärc cot y = arc cot ^ , ■ 

x+y 

8. arc cot li'^ arc cot y =: arccot^^^^^ 

y— X 



XIV. Werthe der Funktionen ßir einen aus drei Theilen 

zusanunengesetzten Bogen« 



A) Funktionen für unbestimmte Werthe der drei Theile de>s Bogens. 

Grundform: F (a-^ß-^-y) 

1. wi» (a-j-p-j-y) = sin<x,cosß.cosy'\'Sinß .cosot .cosy'\-siny .cosa.cosß — 

sin a • sin ß . sin y 

2. cosia^ß-j^y) ;= cosa.cos ß.cosy^cosa.sinß.siny — cosß.sina.siny^ 

cos y • sin a • sin ß 

3. tanrlcxl ß 1 ^:^ - : ^^r^^^ + tangß + tangy^tanga.tangß.tängy 

■öv 1 r- I -r/ ^ — tanga.tangß — tanga.tangy-^'tangß .tangy 

. w i«i V cota.cotß,coty^^cot(x — cotß'^^coty 

4. ro/ (a+ß-T-y) = ^ , ' ^ 

^ I I- I /^/ cota.cotß-^cota.coty-^cotß.coty — 1 

5. sec{oL^ß-\'y)% = 

^^c a . sec ß . * ^c y . coä^c a • cosBc ß . co^^c y * 

coseca . (cosecß . cosec y — *^c/3 . secy) — ^«r a . {cosecy . ^^cß — cosecß . j^cy) 

6 co^«r(a-|-ß-|-y) = 

^^^a . sec ß . *^r y . coseca . co.y^c ß . cosecy 

coseca , {cosecy • ^^c ß -f- cosecß . J^^cy) -j- tf^c« . (cosecß . cosecy — ^^cß . ^^ry) 

B) Gleichungen für. den Fall, wenn die Summe der drei Bogen 

SO«' beträgt, oder a + ß + y = | 

!• 51»« . cosß . cosy-^'Sinß . cosa , cosy-^-siny . cosa . cosß — sina . sinß . sinyz=z 1 

2* /ö/ig' a -|- ^czTig* ß + ^07^ y = '«/^ « • ^o^ ß • 'öwg" y + ^^c a . 5^c ß • sec y 

3. cot a -|- eo/ ß -j- cot y = co/ a . co/ ß . cot y 

4. tanga.tangß-^tanga.tangy^iangß .tangy ^^ 1 

X. P p 
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C) Gleichungen für den Fall, wenn die Summe der drei Bogen 

180® beträgt, oder a + P + y = ^ 

1. coso^.cösß . cosy — cosa, sin ß .Mny — cosß . sina . siny — cosy .sinct^ sin? = l 

2. lang 96 + lang ß + tang y == tang a .lang ß . tang y 

3. cota'^cotß'-\'COtyi=^ cota.cotß .coty^coseca,cosecß*cosecy 
4» cot a .cot ß-j-cota.cotß-^catß^cidy ^=^ i 

6. COt^-^COt'^-^COt^zsi cot^.cot^.cot^ 



XV. Summenformeln fiir Reihen von Funktionen, deren Bogen 
nach einem bestimmten Gesetze fortschreiten. 



A) Summenformeln fiir die Funktionen von Bogen, die in einer 

arithmetisch^en Progression fortsl^hreiten* 

a) Allgemeine FormeliK 

aa) R^ihe der Sirnis^ 

Für eine Reihe von folgender G^talt: 

• • • 

ist die Summe sämmtlicher Glieder ausgedrückt durch: 

oder: 



2. ^=: 



sin ^li±- .9) . sin (« + y) 



• 9 
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Wird die Anzahl der Glieder unendlich grofis, so entsteht die Summe e 

Wenn 9 ein aliquoter Tlieil des Kreisumfanges ist, so hleibt die Reihe un^ 
bestimmt 

Für die einzelnen Glieder der Reihe ergeben sich folgende Werthe: 
sin OL rs sin a 

sin (a-|-q>) = 2 cos 9 . sin 9 — sin (a— 9) 
sin (a-f-29) = 2 cos 9 . sin («-{-9) — sin a 
sin{a^3^i) = 2 CO^ 9. «» (a-j- 29) < — jm(a-f"V) 
sin («4""*^) =^ ^ ^^^ 9 ' ^^ (^■4"39) — sin (a-j-29) u. s. w. 

und allgemein: 
Ji/i(a-|-n9) = 2coJ9.^(a-j-(n — 1)9) — 5W (a-j-(n— 2)9) 

oder auch: 
«»{a-{-n9) = 2^'?»9. coj(a-f-(n — l)9)-|-*m(a-j-(n— 2)9) 

bb) Reihe der Cosinus. 

Für eine Reihe von folgender Gestalt: 

cos OL '\' cos (a 4" 9) + CO^(a-|- 29) -}-.eOj(a-f- 89) .... -j-cojr (a-}-n9) 
ist die Summe ausgedrückt durdi:, 

1, o =S ■ 

2 ^m ^ 






oder: 



. /o + l 
«in' 



2. iS = 



(^.«»>).co^(<» + y) 



• 9 
Wird die Reihe nnendlidi, so entsteht: 

3. S "^ -^ a • 1 

2«iiif9 



Pp 2 
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3. 
4. 
5. 
6. 

7. 
8. 

9. 
10. 
11. 
12. 



14. 



15. 



16. 



17. 



18. 



19. 



20. 



21. 



22. 



23. 



[jw(a-)-/S) + *H»(«.-/j)].[«)*(«~p) — «»«(a-f-P)] SB 2sm*a.nniß 
\*m(a^ß)-^sm(a—ßy\.lcos(a-^ß)-\-cosia^ß)1 s= Idnl? .cofa' 
[sin (a-f-p) _ sin (a— p)] , [cos (a— ß) — cos (a-f-ß)] ss2sin%c. sin* ß 
[«»(«4-P) + ««(«— ß)]-[«»(«~ß) + «w(a+/3)] == —CO* 2^.(1+«« 2a) 
[jÄ» (a+p) 4- cos («— ß)] . isin (a—ß) — cos («+p)] = CO* 2« (1 -f «« 2ß) 
Icos (a-f-ß) + cos («—ß)] . [eo* (a—ß) — cos (a ^-ß)) s «Jn 2« . «w 2ß 

sin («4-ß) + «n (a — ß) 

sin(a+ß)-sin{a^ß) = <«^«-«>^P 

«1» (a+ß) — ÄW (a — ß) 

*i. («+ß) + *«, (a-ß) = «'«-'«V«* 

CO* ( g-f'P) + ow («-T-ß) 
co*(«-ß)-co*(«-|-ß) = «««•«"/» 

CO* (« — ß) — CO* (o t-^-ß) 

cos (a—ß) 4- cos (a+ß) = tong o^ • tang ß 



ß) + CO* (a-f-ß) 

4, *i» (g+ß) -f sin (a—ß) 

"• CO*(«+ß)-|-co*(a-:ß) = ""V« 

<w(«4-P)-i-«»»(a~ß) 

CO* (a—ß) — cos (a-f ß) ~~ ""f* 

sin (a+ß) — sin (a—ß) 

cos (a+ß) + CO* (« — ß) ~ '"^P 

*»» (g-f-P) — *"» (<» — ß) 
oo*(a— ß) — co*(a+ß) ** ***** 

««" (g+ß) 4- CO* (g-^ß) __ CO* ß 4- *i» ß 
«üi (g— ß) 4. CO* (a4-ß) cos ß — sin ß 
sin (a-^ß) 4- CO* (g— ß) _ */>; g4- co*g 
sin (g — ß) -- cos (a-\-ß) *ina— co*g 
tang (g-j-ß) 4- tang (a—ß) __ sin2m 
tang (a4-ß) — tang (a—ß) sin2ß 



tang (g4-ß) 4- < <"»g (g — ß) 
irt (g4-ß) 4- CO« (g—ß) ^ '«V(«4-P) .^an^(g— ß) 

tang (g+ß) + ^<Mg (g— g) *ot g . co* « , , ^ 

CO« («4.ß) - cot (S^^:;^ - sinß.eosß ' '""^ >^*+"> ' ''"^ (•^-") 
co< (g-fß) 4- cetf (g— ß) <in2g 

«f («4-ß) — «>* (g— ß) "" *»! 2ß 
<ec (g4 -ß) 4- <gc (g — ß) 
*ec(«4-ß)-*«r(«-p) =» «»««.«»«ß 
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24. 



25- 



\ — \ *"; \ ^ . ,. = cot OL . tarnt («+P) . ianff ('/-«^3) 

j^ (a4-ß) 4- ,M!r (a — fJ) ^^ ^ / 1 o\ ^ / o\ 



26. ) — ] ' ,' 7 ^ = — tanga. cot .« 

cosec (a + ß) — cosec (a — ß) ^ 



27. 



28- 



29. 



30. 



31 



32, 



sin (a4-p) + ^w (g— P) Jm (a+p) + Ww (a— jj) _ ^ a^ ^o 

^ («+P) + ^'^ («— P) ^i^ (^+P) + ^'^ («— ß) _ ^^^^^ ^^.«i 
«»(a-j-P) — sinioL'^ß)* cos(u — ß) — co*(«-j-ß) f ' 

^ («+P) + ^'^ («— P) fO^ («+ P) + ^^ («— P) _ ^^, ^3 
*il» (a+P) — «I» (a — P) * COJ (a — ß) — cos (« +,ß) 
[^n(«+p) + ^(«-p)P _ to^ 

«M» («— ß) — cos* («+(3) "^ « . Wf p — ^^^ y 

■WB«(a+p)«— ^iV(«— P) _ . 

cos^ (a — ß) — cos^ (a+ß) ~ 

K) Quotienten von Sinus und Cosinus der Summe zweier Bogen, 

dividirt durch das Produkt derselben. 



3 



/Gmndfonn 



F{«+?) 



sin («-f"P) 



Flc^T^tö) 



2. 



3. 



4. 



5. 



7. 



cos OL . cos ß 

jw(a4*P) 
ji)» a . Jm ß 

sin («"^ß) 
co^ a • cos ß 

lgi> («— ß) 
sin a . ^m ß 

COs(ot-\rß) 

cosa^cosß 
cos{a+ß) 

sin a.' sin ß 
cos (« — ß) 

cosa.cosß 



= tanga^tangß 
= cot a-^- cot ß 



= tang OL "^ fang ß 



= cot a'^ cot ß 



=s 1 -^ /Oüigr g » /oiif ß 
s= ro^ a . co^ ß — 1 
Ä 1 -(- /o^ ot . /ang" ß 
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8r 



9: 



10. 



11. 



12. 



13. 



14. 



15. 



16. 



sin a . sin ß 

sin (a-\-ß) 
sin ot . cos ß 

sin(»-\-ß) 
cos a , sin ß 

sin (a — ß) 
sin OL . cosß 

sin (a — p) 
cos or. sin ß 

co#(«+P) 
sin a . cos ß 

cos («-j'P) 
cos a . 5m ß 

cosja — ß) 
sin a . cos ß 

COS{a — ß) 
COS a . sin ß 



a« OOi a.coiß-^-i 
ac i'-\'tangß.coia 
= 1 -J- fang ä.cotß 
= 1 — t€ing ß . ce>f a 
=s /ai7^ a . cot (3 — 1 



= cota^^tangß 



= ä>tß — tanga 






L) Summe oder Differeni der Tangenten von der halben 

Summe oder Differenz zweier Bogen. 

- Grondfonn: /'(^) + J'(^) 



1- ^fl'V--5-^ + ^flV--a^ = 



25ma 



2 r''"^^ 2 CO J a -|- cos ß 

«4-ß . a— ß 2 sinß 
- ^ — fang: — Ä-^ = T — * 



2 



2. fany—^ 



3. cof — 5-^+ cof — ^ = 
. ^ a-»-ß .a4-ß 

4. CO/ ""2^ — ^^ o = 



» I 



cos a-^' cos ß 

^sina 
cosß'^cosa 

2 sinß 

• cos ß — cos (M 



M) Produkte und Quotienteo derF-uoktiooen von der halben 
SümmÄ oder Differenz zweier Bogen. 



Grundform: Fi 



B — ^.sm ^ s= 5 fi 



3. *H» — s— • cos T - = I («» a — «B j3) 

4. cos ^ . COJ — =r— ^ l («M « -j- eoj p) 

a+3 ^ <x — j3 tfO«j3 — COS-a • 

fc '-'y-f-"" -2^ = ,;„,;„■„; 
7. tang- 



g-f-P JM « — ji« ff 
2 ™ Xina-|-nn|3 



2 «wp^cof« 

■ „4-13 .,-(, = , „-H = "°^-^-«"-ä- 

I ^ - ' ^ rot ■ — 1— . /»y ^ 






tang- 



N) AuadrQcke für die Samme der Einheit and dem Produkte 
sweier Tangenten, 

Grundfonn: X~^F{a).F(ff) und 1 — /"*{«) "f' (P) 
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3. l + c«*«.«>/p = ^(«-P) 

sm u . stn ^ 

4 i . ^ . A7»(fx4-Q) ians OL -X- tone B 

* C7 • . ^,^^ ^^ ^ ^^g ^^ tong a 

m' A . ^ ^ o/. CO* (a+j3) .CO* (a — p) 

8. «,/»«.co.«ü^l ^ c».(a-t-p).^,(a-p) 

9. i — tang^ ß . tang^ oi ^ ^ .\^' ^ — - 

'^ ^ / sm^ OL . CO** {i 

« ^ -I sin (a+P) . *m (u — p) 

V O) Ausdrücke für die Summation der Bogen bei Tangenten 

und Cotangenten. 

Grundform : ^rc ^ong" X Ifl orc fan^ y 

2x 

1. örc ^flny X = I arc tong- ; 

j. -^^ 

1 X* 

2x 
3. arc cot x ss ^ arc tan^ --^—t 

X*— 1 

* 

x*f-y 

5, arctangxr^arctangy = arcfang^ — *^ 

1— xjr 

6. arcUmgx-^arctangj :=z flrctangYT^ 
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7. arc CO/ X -f- arc cotj=i arc cot ^Z^ - ^ 

8, arc cot x^-^ arc cot Y =5 arc cot ^^ 

^ y— X 



XIV. Werdie der Funktionen ßir einen aus drei Theilen 

zusammengesetzten Bogen« 



A) Funktionen für unbestimmte Werthe der drei Theile des Bogens. 

Grundform: i^(tt+ß+y) 

1. ^m (a-J-p-|-y) = sina.cosß.cosy-^sinß .cosa .cosy'\'siny .cosa,cosß — 

sin a . sin ß • sin y 

2. €»* (cf-j-P+y) ^= cosa.cos ß.cosy^cosa.sinß.siny — cosß.sina.siny*^ 

cos y . sin a . sin ß 

•ov 1 r I /^/ j — tangoL.tanßß — tanga.tangy-^tangß .tangy 

. .^ 1^1 V cota.cotß .coty-^cotoi — cotß-^coty 

V T^-r^/ a>/a.«>/ß4-co/a.coty+co/ß.co/y~l 

sec a • ^r 3 . 5^c y . cosec a * co j^r ß . cosec y ' 

2ZZ ■■ - ■ - - _- ^ ■ -_ "^ 

cosec a • {cosec ß . cosec y — ^^c/3 • secy) — 5^ca . {cosecy . ^^c|3 — cosecß . ^^cy) 

seca. sec ß . j^c y . cosecot, . ro.9^c p • cosecy _^ 

cosecu . (cosecy . *€c p -|- cosecß . ^^cy) -{- *^ra . (cosecß . cosecy — ^^c/i . ^^cy) 

B) Gleichungen für. den Fall, wenn die Summe der drei Bogen 

dO«' beträgt, oder a + p + y = | 

!• sina.cosß , cosy-^sinß .cosa.cosy-^siny. cos(x, cosß — sina . sinß . siny z=z 1 

2. tanga-\-tangß-\'tangy = tanga.tartgß »tangy^seca.secß.secy 

3. cota-^cotß-^coty = cota.cotß.coty 

4. tangot.tangß-^tanga.tangy^tangß .tar^y ^i i 

X. P p 
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aa) HüICstafel zur Auffindung des liyperbolischen Logarilhmus von dem Sinns 

de« Bogena — • ö 

log.nat. sin — .^ = logm^lagi^n — m)^-^^ (2n+m) — Zlogxk 

n ^ 

— 0,93471165583043575410 



m' 



m' 



_ 
n* 



n< 
m 



10 



,10 



m 



it 



n" 
m^ 
n** 
m^ 
n»» 



m' 



n 



ts 



m 



90 



n 



30 



m 



9t 



n 



22 



m 



24 



n 



24 



24 



m 

i2S 



n' 
m' 



so 



n 



so 



0,1612335167120566091 1 
0^)0257260105347306848 
0,00009032844783567260 

« 

0,00000398179316205501 
0,00000019425295465196 
0^)0000001001328748812 
0,00000000053404135618 
0,00000000002914859658 
0,00000000000161797979 
0,00000000000009097690 
0,00000000000000516827 
0,00000000000000029607 
0,00000000000000001 708 
0,00000000000000000099 



0/)0000000000000000005 



15 



bb) HüUstafel xur Auffindimg des' hyperbolischen Logarithmiis von dem Coänus 

des Bogens — • sr 
^ n 2 

log.nat. CO* — . j =3 log (n^^m)^ log (n-j^m)^-^^ log n 

— ^ . 0,23370055013616983735 
— ^ .0,00733901580209602727 
— % . 0,00048235888031404063 
^^ .0,00003879475632402982 
— ^ . 0,00000340827260896510 
—^.0,00000031430809718659 
—^* . 0,00000002989150274450 
— ^ . 0,00000000290464467239 
— ^ . 0,00000000028682639518 

— ^.0,00000000002868076974 
n . 

« 

—55.0,00000000000289697956. 
—^.0,00000000000029506024 
—^.0,00000000000003026249 
— ^ . 0,00000000000000312232 



n»« 



0r00000000000000032379 



Rr 2 
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cc) Ilälfstafel zur AuCSodung des Briggisdien^LogariUimQs von dem Simis 



m « 



emes Bogens — . 5- 



m X 



log.vulg. w» — .X- =i fo^m + /ogr(2n— in) + fojr(2n-j-m) — Slogn 

+ 9,59405988570219026861 



^^ . 0|07002282660590192014 

«-^ .0^00111726644166184613 

— ^ .0,00003922914645391834 
n* 

— ^ .0,00000172927079836059 

— ^ . 0,00000008436298629875 
•->^ . 0,00000000434871550180 
—^.0,00000000023193121410 
—^. 0,00000000001265907465 
— 5!^ . 0,00000000000070267969 
—^ .0,00000000000003951077 
—^ . 0,00000000000000224455 

— ^ . 0,00000000000000012858 
— ^ . 0/)0000000000000000738 
— ^ » 0,00000000000000000043 

— ^. 0,00000000000000000002 
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dd) Hifl&tafd zur Aufeudiung des Briggischen Logarithmus von dem Cosinus 

eines Bogens — .£»• 
° n 2 



m « 



log. tfidg. cos — .ä — fog (n— m) + log (n-f-m) — 2 fo; n 



n 2 



— ^ .0,10149485934189280333 



n» 
m« 



—=r .0,00318729406545107231 
n* 



m« 



— ^ . 0,00020948580001741893 
n* 



m» 



— ^ . 0/)0001684834859830743 



n* 



— ^ . 0^)0000148019398689554 



,10 

,1t 



"^ .0,00000013650227222565 



n«, 
m»« 



— i^ . 0,00000001298171473773 
n** 



— ^ . 0,000000001261471 15ail 
n" 

— ^ . 0,00000000012456712069 

— ^ . 0,00000000001245590006 

— ^. 0,00000000000125814224 

— ^ . 0,00000000000012814304 
n** ' 

— ^ . 0,00000000000001314283 
n" 

— 5\r . 0,00000000000000135726 

— ^ . 0,00000000000000014062 
n" '- 
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d) Reihen liur die Logarithmen der Simts vnA Cosinus der Summe oder 

DiflTerenz zweier Bogen. 

I 1 +2«»»« g, . 1 

± 12«»*« -P^Xj-J 

■l+i^.p. + ....] 

^ 12co«*<x "^ •- J 



XVn. Reihen ßir das Yo-hältnils' des Durchmessers eines Kreises zu 
s^em Umfange^ und täv den Logarithmus dieses 



a) Rohen für «, wobei der Durchmesser des entsprechenden Kreises 
, = 1 angenommen ist 

1. « SS 3/14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510 58209 

74944 59230 78164 06286 20899 86280 34825 34211 70679 82148 08651 
3282306647 09384460955058226136.... 

2. log not* =1,1447298858 4940017414 342. 

3. logvulg*^ 0,49714 98726 94133 85435 126 

Aamerkung. Uebcr die Anaftlieniiigtwertha iu kleineren Zahlen« und aUe anf die KtetBxediiiinf 
•ich berieheode sonifi^ Fomeln und Hiüfazahlen, siehe Ute Abtheilung» Istcr Abecbnitt» VIL A a. 

f 

Reihe von Mechin. 

1. «=: 16(^j — j-g5+g-^~--+-^~....j 



_./J|^__l , 1 1 , \ 

\239 3.239»"*'5.239*~7.239^"^^*'7 



Von allen Reihen für « diejenigCi die am schnellsten convergirt. Sie entsteht aus 

der trigonometrischen Gleichung: 

1 1 

arc 45* = A arc Umg -r '^ arc tang ^^^ 



\* 
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4 

Reihe von Leibnitz. 

(1 1 1 l 1 \ 

1— sr + g- — 7"^"9 *^Ti"^"" y ^^^ ^° ^*' anderen Gestillt: 

=" ®(r3+5:7+9Ji+iäri5+-'-7 

Reihe von Newton. 

- 21/3 21/3,21/3 '21/3* 21/3 , . .^ , ^ ^ ,. 

3. « as — j ^-s — r , g^ —■=-y--f--s y —....oder m einwanderen Gestalt; 

™ 3 '(O"^ 075^+9.11 .9» "^13.15. 9» "*" 17. 10.9*"^ •••7'^*^ 



Reihe von Euler. 

\_ ^ , _1 1 ,, 1 

. ,1.2'"3.2«'*"5.2» 7.2»"**9.2»~*"* 

4. « = 4< ^ J_ , _1 Lj.Jl_ 

O 3.3«"T*5.3» 7.3» "'"9.3» ""•*•• 

diese Reihe entsteht aus der trigonometrischen Gleichmig: 

1 1 

arc fang 45® = arc tang g- + «rc teiy ^ 

^ 31/3 31/3,31/3 31/3,31/3 31/3, 

5. * — -j 2 ' 4 5 ' 7 8 ^••" 

21/3 21/3 ,21/3 21/3 ,21/3 21/3 ,21/3 

6. * = -! 5 I 7 rr"*^T3r' i7"^""i9 ••• 

diese Reihe hat %vl Nennern die Quadrate aller ungeraden Zahlen , welche' nicht 
durch 3 theilbar sind. 

Reihe von Wallis« 

^ iK 2. 2. 4.4. 6.6. 8. 8...« 
8. s- = 



« 2/,^. 1 , 1,1 ,1,1 \ 

10. « = 2 " 



1 



1 . 1 1 . 1 1 . ( i 



•"3+5~7+9"~ll + - 
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,,t 35 + P 7» + 9» ^ 

11. «=:4< -^ j 1 j 

l+ßi + gi + Ti'f'gii"**'* 

12. « = 3 



1 14-1-^4-1 



13. * = ^ö'l^^^j-j-ji + g^T-gi + g jj 3, + j3 j5 3,+ ....j 

Reihen von Vega. 

26 , 58 .. 90 ■ 122 ■ 154 , 
__ .3.3»"*'5.7.3^"'"9.11.3"'^13.15.3«'^17.19.3"'f'*" 

14. * — °< 73 ^ 169 265 , 361 , 467 , 

3. 7» "f" 5. 7. 7» "^9. 11. 7" ■'"13. 15. 7""*" 17. 19.3" "^"" 
dieselbe Reihe in einer anderen Gestalt: 

,,''\3""3.3»'^5.3» 773' "^9.3» **'7 

15. « = 4<. j j j . 

(•^"7~'0»"'"577»""7T7'"'"9r7» 
beide Reihen entstehen aus der tcigonomelrischen Gleichung: 

i i 

0^45' == arc temg ■=-\r ^ arc tang ^ 

_ A/^7~"^7»+5:7»~7:r+iT:75^+--7 

16. * — *^ /3 .3» , .3» 3* , 3» \ 

"T" l79~"3.7y"*'5.79» 7.79'"+"9.79»~' '"V 

diese Reihe cntstdit aus der trigonometrischen Gleichung: 

1 3 

arc 45* = 5 arc tqag =-^ 2 arc tang ^ 

(1 1 1 1 ■ "\ ' 

r4""5:45+5:P'"7:45+-7 

I .( 5 5« , 5» 5^ N 

"*" U.99 3.99» "'"5.99» 7.99' ■^•"7 
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(4 4* j_ 4* 4' \ 

+ * VOl "015 + 574Ü ~ 7T4F+ •"V 
_g/. , 1.1 ■ 1.1.3.3 , 1.1.3.3.5.5 . \ 
"~ \ "^2.3 "*"2. 3. 4.5*^2. 3.4.5. d.7"^'**7 



19. X 



on _i>o A _Lr^-^^ ^1 113. 3 1 , 1.1.3.3. .5.5 1^ \ 



21. 



« = 3.1/3.(1 — |.3 + i.3» — y.3» + ....) 



• • • • 



99 _. 8 24 48 80 120 
zz. «_ *-.9.25-49-8i-i2i 

00 _ o * lö 36 64 100 

«/ >i/<|lll|l|l 1 li N 

24. , = 4.(l+3-5-^ + j^ + n-i3-15 + —) 

1 

wenn die Sehne des Quadranten (= a'l^^ ^^^ Durchmessers) zur Einheit ange- 
nommen wird. 

b) Ausdrücke für den natürlichen Logarithmen von 3C. 

1. /o^„a<«=,fog-4-i.(i + l + ^ + ^ + ....) 

-2 *\9»'^25* "'"49» "^81» '*'"") 

3 \9*^25» ^49» ^81» ^7 

1 /l , 1 , 1 , 1 , \ 
~4A-9«'T"25*"^49*'^§l«"T'""7~" "*'' 

2. %nfl«« = %2 + j-.(j + ^ + gg + g| + ....) 

+ 2'(p^"l6^ + 5P'"'"64^+"'7 
+ 3"\4» + Ie'^36»"^6F+*"7 

^4;\4«"^"i6«"^36*"^65*"^**'7'^ "' '* ^' 
I. S s 
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e) Ausdrucke (ür die Grobe des Quadrantsn durch die Verbindung zweier 

oder mehrerer Bogen. 

1 . 1 



1 1 

1. arc 45® = arc taug ^-^ arc i€mg tt 

1 1 

2. arc 45® ac 2 afc fang ^ -f- ^^ ^^'^ if 



* 1 5 

3. arc 45® ^ 3 oiy? /o/tg* j -j* ö**^ '*'''*' 55 

4. arc 46® ^ 4 arc tang-^-^ arc fang 5« 

1 1 

5. arc4ö® =: iarctang'^ — arctang-s^ 

' 1 • 2 

6. arc 45®^ = 3 arc fang s- — arc fang rr 

7. arc 45® =3 arc /a/ig: =• + 2 arc fang -^ 

1 2 

8. arc 45® =3 Z arc fang j -{- i arc tang j^r 

9. 

1 29 

10. arc 45® = 7 arc lang =• — 2 arc ^öw^otS 

111 

11. arc45® = % arc ta9^ j^-^ i arc fang -m^^-^ arc tar^ ^^ 



1 3 

arc 45® = 5 arc fang =■ + 2 arc fang =5 

1 <ÄQ 



239 

Broun k er ' s Heihe (iir das Quadrat des Durchmessers» wobei die Fläche 

des Kreises als Einheit angenommen Ist. 

1 + 1 
2 + 9 

5+25 

2 +49 
' . 2+81 

2 + u. s. w. 
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XVnL Trigonometrische Gleichungen. 



A) Erste AbtheitUng. 

Gleichungen I welche kein von trigonometrischen Funktionen unabhängiges 

Glied enthalten. 

Allgemeine Fonnen: 

a) A F{a) = B F' (tt) d) A ^(a) = B F' (a) . F« (a) 

b) A.F*(a) = BFHa) e) AF*(a) == BFHa).F"(a) 

C) KF*(a)sBB Fl* («) f) A F(a) . Fl (a) s= B Fii (a) . Fiii («) 

a) Form: A.F(a) ss B F' (a) 



Gegebene Gleichung: 



1. h.tinat := Bcost* 



7A<ma =3 -^Bcosa 
2. A sin a = B f oi^ a 

4 



3. ksina s: Bcofa 



ip A «in a s= ± B co£ a 
4. A sin a =: B «ec <x 

ipA^inoc = -^Bseca 



5. A 5m a ^ B COMC a 



ip A <th a SB ^ B COMIC et 



Entwickeke Gleichung: 



t€mg a = T- 



B 
A 



tanga = — j 



B 
A 



COSOt ^ -T- 



B 
A 



COSa SS — T 



B 
A 



cosa = 



cos» := 



«in 2a =: 



sin 2a = — 



— B:fcV(4A*4-fe') 

"^"25 

2A ■' 

2B 
X / 

A 



«ina ^ 



=K(S 



m»a 



-v^ 



Ss2 



I 
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Gegebene Gleichung: 
6. A cos a = B fang a 



ip A cos oc = + B tang a 



7« A cos a = B cot a 



'^A.cosa = ^Bcotot 



8. A cos a SS B sec a 



-f- A cos OL x= i B 5^?c ot 



9. Kcosa = hcosecoi 



-|- A co^ a ^ + B cosec « 



10. Atanga = Bco^a 

4I A f a»g- a = ^Bcota 

11. Klang OL = B^^ca 
^Atanga = + B jgc a 



12. A /a/zfi* a = B coscc a 



+ A tang a = ^ B eosec « 



13. A coi a = B ^^c a 



-{-Acota = ^B^eca 



^r/ a = 



sma = 



Entwickelte Gleichnng 
^ — B4:l/(4A^ + 6^) 



2A 
2A 



5//ia = -r 



B 
A 



Ji/>a 



cosa 



cosa 



B 
A 






f 1/} 2a = 



2B 
A 



Sin%x = 'S— 



2B 



tang a 



tänga 






sm a ^ T 



B 
A 



«« « = r 



B 
A 



cos n = 



cosa = 



_ — B d= 1/(^A» + B') 



2A 

B±V(4A« + B») 

" 2Ä 



^i/i a 



_ ~ B ± y (4A» + B') 



2A 



sm a = 



B ± 1/(4A' + B«) 

2A . 
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Gegebene GleidbHiig: 

14. Aeota =1 B cosec a 

15. A sec OL =i,Bcösec a. 

m 

'^Ksec(x = Hh B cosec a 

b) Form 
Gegebene Gleidmng: 

1. Ksin^ai, SS B cos OL 

ZpXsin^a ssz +Bcosoc 

2. A sin^ a = B lang a 

ip A sin^ a = ±B /ons-oc 

3. A stn^ a =i Bcota 

i 

4. A ^W* a = B 5^C a 
ipA^i/»^« = +Btf^ca 



5^ A 5iV » = B co^^c a 



rp A siii^ a = + B cosec a 
6- Aco*' a = B ^1« u 

ip A cos^ a SB + B «« a 



cos a = -r- 



c<wa = — T 



tanga—^ 



fang OL 



Entwickelte Gleichung: 
B 
A 
B 
A 
B 
A 
B 
"A- 



AF*(«) = BF'(a) 

Entwickelte- Gleichung : 
— B±1/(4A^ + B^) 



cos a 



2A 



B±1/(4A^ + B«) 
co^a= — ^ 2A 



sin 2a = 



2B 



5W 2a = — 



2B 



CO/* a -f- CO/ a -j- g = 

. B 

CO^a — CO^a-|--T- = ü 

A 

3 

'»«= K (-5) 



jf» 



sta a 



5in a = 



_ — B rfc |/(4A' + B') 
_ B±|/(4A' + B') 



2A 
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, Gegebene Gleichung: 
6. A cos a == B tang a 

^ A cos a = + B tang a 



7. ' A cos a = B cot a 



'^Acosa = ±Bcof a 



8. Kcosa SS Bsecot, 



+ A cos a s= ^ B sec ol 



9. Kcosu =: hcoseccf. 



+ A co^ a = + B cosec « 

10. Atanga =s Bco/oe 

^I A tang a =«= + B co/ a 

11. Atanga = B^^ca 
^Atanga = +Bj^ca 

12. A /a/ig* a = B coscc ol 

+ A tang a = + B cosec a 



13. A cot a z= B sec a 



4-Aco/a = -^"Bseca 



Sin a 



sina =: 



sin a = — 



sma 



Entwickelte deichnng 

^ — B±t/(4A^ + B^) 

2A 

_ B±l/(4A^ + B^) 
2A 

B 

A 
B 

a" 



cosa 



cosa 






fi» 2a ^ -— 



2B 
A 



«•«2« = ^=r 



2B 
A 



tatig a 



tanga 






sm a = -T- 



E 
A 



£<n a = r 



B 
A 



cos ff. =: 



CO«a = 



.fi» a ^ 



Sin a =: 



— B±1/(4A'-|-B') 

SÄ 

B Hb K(4A' + B») 

— B±1/(4A»4-B») 

2A 

B±y(4A'+b') 

'2A . 
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Gegebene Gleichung: 

14. A ^/ a =z B cosec a 

"^Acota = +B cosec a 

15. A sec OL =z,Bcbsec a 

^ A sec a = + ^ cosec « 

b) Form: 
Gegebene Gleichiuig: 

!• Asin^a =:z Bcosa 

^^Asin^a = +Bco^fit 

2. A sin^ a = B /a/ig; a 
^Asin^a = ^Btangcx ' 

3. A sln^ a =z Bcoia 

4. A sin^ a =z Bseca 
ipAw^ot = HhB^^era 

5^ A sin^ fl& = B ro^^c a 

6. AV»«'« = ^sinu 

^ A cof* a SB + ^ ^''^ <* 



«j* a ;^ -r- 



«M« =— T 



tanga =-r 



tanga 



Entwickelte Qeichui^: 
B 
A 
B 
A 
B 
A 
B 
"A 



A jF» («) = B F' (a) 

Entwickelte. Gleichung : 
— Bj:l/(4A» + B«) 



cos a 



cosa 



2A 
B±V/(4A» + B') 



2A 



• o 2B 

fl» 2« = "x" 

5m 2a = — • 



2B 



A 

üO/*a-f-cof a-{-g = 

CO.s'a — C05a-t--r = ü 

C05^a — COja— --T- ^= U 

A 



«m 



-K^ 



«»« = K (— ä) 



'"** = =="25 ' 



Sin 



5W a = — = ^j^ 
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Gegelieiie Gleidrang: 
7. A co^ a := B tang a 



8. A cos"^ a SS B CO/ a 



Ijp A CO** a = J2 B ^^ * 



. 9. Acos^ot =s B^^^oe 



4- A cos'^ a = Jh B *^c a 



10« Acos^a s= Bcosecot 



-f- A CO*' a = + B co*cc a 

11. A tang'^ a = B *i/» a 

Ip A f ong^ a = Hh B *i» a 

12. A toiy* a =: B CO* a 
^^Xtang^a = JhB co*a 



13. Aton^'a SS Bco/a 



•4- A ton jr* a = ^^ B co/ a 
14. A tang^ a =s B *^c a 

^^Ktan^a = ^ B sec « 



Entwidcclte Glei<Aiiiig: 

A 

foi^a-j-ton^a-f-S ^ ® 

• o 2B 

*iii 2a SS -T^ 

• d 2B 

*II2 2a c= — -7- 



cos 



cos 






B 



sin* a — *»i a -f« ^ sz 



sin* a — *i/i a — -r- c= 



*!/» 



*"* " ^B — 

'""- -^ — 

CO«* a-j-|r CO** a — — sas 
OM*«— kOM*«-}-« =s 



_ ~B ^VCiA' + b») 

«)«.a =: gj— 

B^V(4A* + B*) 



CÖSa = 
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Gcgcbentt Qeidiiiii^: 

15. kdanf^ a = B cosec a 

16. A cot^ a = B sin a 
IflAco^^a = +B*ii*oi 

17. AcO<*a.= Bco^a 
ipAcO^'a = ±Bc«Wa 

■ 

18. \cofiasiBianga 

ipA<t>^'a = ±Bto«grfli 

19. Aa>^*a s= B^eca 
:pAco/*a s=B ^Bseca 



20. Aco^^ai =: Bco^eca* 



IflAco^a = ^Bcas€c-ät 
21. A *ec* a = B ^m ex 

^A^c^a = ^Bsina 



22. Asec^a ssBcosa 



^A^ec^a s;^Bco«a 



I 

Entwickelte dekiiiBig: 

«'«• a — B «I»* « -|- « = 



fi 



B 



cosa = 



— Ai:l/(iB^TÄ^) , 
"^ Tß 



«>*«=-= — 2B " 



00t$( 



=K^ 



3 



COS^ OL -^^ -j- COS^ OL '^ -j- = 

B B 



*w « = 55^ r 



^1» a =£ 



_ B4:T/(4A^ + B«) 

~ 2A ^ 



^Sa«-^ma-|*n = 



sm 



B 



^ih'a — ^i»a— •«: = 



COJ 



COS 
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Gegebene Gleichung: 
23. A sed^ a,=: B lang a 

* 

ip A S0d^ a = + B fang a 



24. ksec^a z=i Bcota 



^Ksec^a = HhBco/a 



25. A sec^ a = B cosec a 



-^Asec^a = -^B cosec a 



26. A cosec^ a = B sin a 



-f- A coset?^ a =r + B sin u 

27. A cose(}^ a = B co^ a 

28. A cosed^ a = B lang a 

29. A cosec^ a zu Bcota 

+ Aco^^c*a = + B cot a 



30. A cosec'^ a b=s B ^^c a 



ipAco^^c'a = +B^^coe 



«in 2o( ?;s 



Entwickelte Gleidiiuig: 
2A 

IS 



sin 2« = — 



2A 
B 



A A 



B 



B 



— A + 1/(4B* + A') 



5>n a 



""■^ 25 



3 



CO**« — CO* a-j-|j =: 

cos'a-^'COSa — 5 Äi 

A A 

tang* a ■—■ ^ tang* a — ^ = 



B 



B 



A A 



stn 2a 



B 

2A 
B 



B 



sin 2« =s — 



2A 
B 



,,,,-l -A + V(4B« + A») 
^««Ä gg 



cos 



A + ]/(4B» + A») 

2B 



Gegebene Gleichung: 



1. A\sjV a = B cos'^ a 



2. A sin^ a = B tang^ a 



3. Awi*a = Bco^*a 



+ AjiVa = ±Bco/*a 



• 

4. A stn^ a =3 B sect^a 



X A sin^ a = + B sec^ a 
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c).Form: KF^{a) = BFi*{cc) 

Entwickelte Gleicbung: 



5. • A tfiV a = B cosec^ <x 



Ijp A sin^ a SS + B co^ec^ « 



6. A cos^ cc = B tajig^ a 



ip A cos^ of = ± B /öwg^* a 



7. A ro** a = B cot^a 



ipAco^^a = Jt;B^^^** 



X. 



cos 






*,B 2a = 2 ]/ ^) 
«»2a = 2]/ (— D 



sin 



sin 



'■»"= K (ä) 



COJ 



co^ 



_ |/p±vgÄBTl!)) 



'»«=K (x) 
i««=_|/(-5) 



ft 
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Gegebene Gleidvoigs 



8. A cos'^a SÄ B sec^ a 



ip A cos^ a = ^ B se^ a 



9. A cos^ a si B cosec^ a 



-f-Aco^a = ^Bcosec^a 



10. Ateuy^a = Bco/*a 



+ A tartg^ a = J2 B ^^^^ « 



11. Atang'^a,^ Bsec^a 



I' 



4- A f a/a^ a = ;^ B sec* a 



12. A tang^ a = B co^^c' a 

^ A tang^ a = ^ B cosec^ a 



13. Acot'^a^siBsec^jx 



^ A co^« a 2= 2^2 B ^^c' a 



14. A cot^ a = B co^^c* OK 



-f- A cot^ a = Hh-B cosec* ol 



Entwickelte Gleicbung: 



jCQSa 



sin 2a 






tanga 



tanga 



Sin a = 



sm oe = 



^i/i a = 



sin a 



cosa = 



COSa = 



)/( -B±l/(lÄgT^ 

^ ]X (B + |/(B»~4ABA 
]/ (-B±i>(B»4.4Aft) \ 



CO^ a = 



CO^a := 



_)/ (B±l/(B»-4ABA 

VW) 



331 



Gegeben« Gleichung: . Eirtwiekeke Gleichling: 

15. Asec^a = Bcosec^a ianga ss L/ f—j 

^ A sed^ a = ± B cosec^ a fang a = y (^ J\ 

d) Form: A F(a) ssEF» («) . F" («) 



Gegebene > Gleichung : 

1. Asina = B COJ a . /ow^ a 

/ 

2. A ^i/l a = B C05 a.cota 


Entwickelte Gleichung: 
A-B 


^L Asina ss + B oe^^ a . cot a 

3. Asina z=s Bcosa.seca 

Ip A ^i/l a =: + B COS a . sec CK 


> » 

B 

sin. ot = -T- 

.A 

B 

smot = — X 

A 



* A • t» — B + |/(^A» + B') 

4. A *i« a = fi cos a . cosec a ■ cos a = ' g ■ ^ ' - 

-TA • -i_n ^ Bj:|/(4A«H-B') 

I^ A «in a = ^ B co* a . co««c « • cos a ss — — oA ' 



sT 



B 

5. A*sin a = B tang a . cot a sin a = -r; 

If, Asina = +B/aif^ a.cota ^//la =s -^-^ 



6. Asina z± B tang a» sec a cos 

'^ Asina SS H" B tang a . sec a cos 






2B 
7. A iJi/i a = B /rtng: öc . cosec a sin ^^ ^^ 'IT 

— * . . « . « 2B 

-^Asma = +B/gyiy ac • cosec a «m 2« ^ — -j" 



Tt 2 
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Gegebene Gleichung: 
8. ksina SS "Reota.seca 



Entwickelte Gleichung: 



4-Ama = '^'Acoia.seca sina = y i — j\ 



9. A sin a = B cot a • cosec a 



oo/* a -}- CO/- ot — je- = 



AK 

cos^ CK, — cos a -{- j- = 



10. A sin a == B sec a . cosec a 



4- A 51» a = ^t ^sec a . cosec a 

11. A cos a =5 B sin OL • tafig u 

+ A cos a zss^Bsina . tang a 

12. A cos a = B 51/» a • cot a 



13. A cos a = B 5m a . sec a 



14. A C05 a = B sin a . C05^t! a 



-J- A C05 a = + B 51/1 a . C05^C a 

15. A cos a = B tang a . cot a 

+ A cos a = Hh B tang ol . cot a 



16. A cos a = B tang a . sec a 



«o j* a — CO* PC — -T- 

A 



= 



tanga^y (^) 
tanga-=z ^ (— g-) 



A s=B 



sma '^'^-^ 



-f- A cos « = -^ B sin a . sec a sin a ^ 



_ B ± |/(4A« + B^) 



2A 



COSa SS 



B 

<»* a SS ->- -j- 



COSU = 



B 



B 

cos <K = — -r- 

A 



tang^ a '\' tang (Ä — g- = 



^ A C05 a = J2 B ^^^S « • ^^ « /ii/2g^ a 4" tang a -f ' ir =s 
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Gegebene Gleichung: 

« 

17. \cosa = Btanga.coseca 



cos a SS 



ipAco^a = «j^ JB fang a . cosec a cosa 



Entwickelte Gleichung: 



18. A cos a zsz Bcot a.seca 



sin 2a = 



A 



-|- A cos a = Hh B ^^^ oL.^sec as. sin 2a =s — -jr- 



A 



19. A cos a = B cot d • cosec a 



sm a 



4- A cos a = ^ B cot a . cosec a sin a 






20. A €t>^ a =s B sec a . co^ ^c a 



-f. A cos a = i B ^^c a . C05^r a 
21. A tang a = B ji/i a . cos a 



B 



«V a -— sin a -|- -j- = 



^m' a 



cos 



^l/l a — -jr- = U 

A 



4I A <««§• a* s= j^ B *i» a . CO* a COS tt = J/ ( — K j 



22. A temg a = B sin a . cot u 



— Aj:l/(^B' + A') 
*'»« = "^ 2B 



^Aton^a = ±Bnna.eo<a 


A+I/(4B» + A») 


23. A tang a = B jin a . sec » " 


A = B 


24. A tang a =s B ^n a . eo^; c « 


B 


7 A /an^ a =; ^Bsina. cosec a 


B 

tanga = — -.- 



25. K tanga = Bco^arCO/a 

^^ A /o/^ a = ^ B cos a • co^ a 



COS^ a-f- gCO^'a — ^ = 
CO J* a — g'co j' a •}- g = 



—• 
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Gegebene Gleit^tmg: Emwid^lte Gleielnuig: 

B 

26. A tang a ^^ Bcosa.seca fang « =* t 

B 

ZfAiangoi SS ^B^asa.seca taf$g a aa r^ j 

27. A tang a = Bcosa. cosec a tang a ss y i^j 
^p-A tang a =s +hcosa. cosec a lang a =: y ( — -rj 



— B + }/(4A»+B') 

28. A tang a zsz Bcota.seca cosa =: **" ^^ • 

— . . «z^ ^ B+l/(lAMnP) 

Zf, A tang a sz -^Bcota.seca cos^ :=^ ■■ - ^^ X ; — ^— 

B B 

29. A tang a = B cot a . cosec a sin^ ** "h T ^^^ ^ — A ^^ ^ 

B B 

30. A ^a/ig' 06 = Bseca. coseca suia = y l-j-j 
Jfi A tixng a SS '^B sec a , cosec a sma:^y T — r-j 

31. Kcota = B^moc.CO^a sina = J/ fgj 
ip A CO^ oc = +B ^1/? a.COS cc sin a =z y i — gj 

A . A 

32. A cot a = Bf/na. fowg^ a • sin^ " "t" R "^'^'* " — R ^^ ^ 

. A . A 



33. A cof a = B sina . sec a cot 



-|- A CO/ a= + B ^iw a , 5^c a ro/ « 
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34. Acota, = B ^Vt a • cosec a 

35. Kcotot Tsz'^cosa. tanga 

4- A cot a = ^ B cos a , taug » 

36. A cot a r= B cos a • sec a 

» ^^ 

-|- A cot a = 4: B COif a • j^c oe 

37. '\cota =: B co5 oc . cosec a 

38. A co^ a = B tang a.seca 

3ü. A co^ a = B /fl/ig: OL . co^c a 



EiitMiJcMtt ^idnmg: 



B 

cot a SS -7 
' A 

B 

A 



— A±V(4B» + A») 



B 

cot a :=z j 

A = B 



«„«= ^ 1 



^ A cot a = ±B tang a^cosec <x sm 



2A 



40. A CO/ oc ==: B ^^C a • COf ^C a 



co^ 



ip A CO/ « = + B^^c oe . cosec OL cos a 






4t. A sec OL = B ^m a • co^ a 

'^kseca = ^B ^m « . co^ or 



42. Kseca es B ^Mi a . /a/ig* a 



sin? a — ^in a 4"^ ==» 

A 

stn^OL^^sina^^^ =;= 

«« or = ]/ (g) 



:pA««ca =x 2b B^ <* •^«"'ff ** *«»» SS ^ V~*B/ 
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Gegebene Gleichung: 
43. hseca ^=i B sin a.cota 



Entwickelte Glcuchung: 



cosa 



^ A sec a =s '^Bsina. cot « cos a 






44. A sec a ?= B sin a\ cosec a 



+ A sec OL SS + B ^in a • cosec ol 
45. Kseca 'sslB cos a . tang a 

m 

'^Kseca SS 4" B cos a . lang a 



46. A sec a = B cos a . cot a 



A 

CO ja rzs =r 



CO ja = — -=5 



j/n2a = 



2A 



. ^ 2A 



B 



tan^ a -|- ^a/ig" a — y = 



B 



-}- A sec a = + B cos a . cot a /a/75^ a -{- tung a + t- = ^ 



47. A J^c a 3= B cos OL . coj^c a 



-|- A J€C a =s J2 B ^* ^ • <?<>^^^ 'Ä 

48. A J^c a zis B /^n^ a.cota 

4I A j^c a = + B tang a • co/ « 

49. A Jec a SS B tang a . cosec a 

50. A J^c a =: B cot a • coj^c a 



..:,^_ ~A+1/(4B» + A^) 

Ji/2 a s= — gg S 



,■ ^_ A4:1/(4B^ + A^) 
5m a gg 



CO ja SS g 



CO ja =r — := 
A = B 



tanga^y^ 
^^ Kseca SS ± B CO/ a , COJCC a /ör/^ a z=:y i — jA 



51. A coj^c a SS B Jii» a • coj a 



IflAcojeca =s ±Bjma«cOJa 



coj'a«— coja4-g = 

co^a — coja — ä sbe 

B 
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r 

Gegebene Gleiehimg:^ Enlwickelie Gleichung: 

52. Acaseca :=z 'Bsina.tanga^ co/*a-|-co^a — j = 

+ A cosec a =Ä i B sin a . /mi^ a cot^ a -j- co^ a -}- -r == 

2A 

53. A cosec a = Bsina.cota sin 2a = ^ 

2A 
+ A cosec a := '^Bsina.cota ^m 2a s= -^ -^ 



' ^ 



..4 « • — A + 1/(4B^ + An 
54- A rOiJ^c a = B ^m a • sec a cosa = = ' 



2B 



-4 . ^ . A±V(4B^+A^) 
-f. A co^ec a = +^Bsma. seca cos a =: ^^ — ' 

55. A cosec a = B COJ a • fang a ' sina :=.y f gj 

IpAco5^£?a = +Bco^a.#awgra ,«» a = J/ f — g) 



56. A cosec a s=: Bco^a.cof a co^ 



ip A cosec a = + B cos a . cot a cos 






57. A cosec a == B cosa. sec a sin « = g 

A 

+ A cosec a = j^ B cos a . sec a «u a ss — g 

58. A cosec a = B /a/ig' a.cota sina =z ^ 
ip A co^ec <f = + B ^aijgf a .CO/ a ot* a = — g 

59. Kcoseca = B /ö/igr a.seca longa = |/ ^gj 

ip A C05 a = + B tong* a.seca fang a ss^y '\ B/ 

60. Aciw^ca =5 Ba>*a.tf^ca A s: B 



X. 



üu 
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e) Fona: AF*(a) ss B F' (a) . /*'' (a) 

Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

B 

1. A sin^ a B B cos a . tang a sina ss ^ 

* # 

B 
± A, An* a z=z ZfLh cos a . to/if a sin a :=z ^-^ -^ 

B B 

2. A sin^ a SS B cos a • cot a . sü^ " H" T ^"^ a — ^ = 

B B 

i A «V a 1=: -|- B cos a.coia sin* <» — "j- *«»* « + T" ^^ ® 

3. A 5m* (X = B cos a.seca sina ^z y l-jA 

A 

4. k sin^ a ^1 V^ cos et • cosec Ol, cot^a^^-cota — ^ = 

A 
i A w»* a = ip B CO* OL . co^c a co^a -|- cot a -4" g- s= 

5. hsin^a SS Btimga.cota ^iwa = |/ f^j 

B 

6.^ Afin'a =s B/on^a. 5^ca «m'a— -*ma-{-^ =: 

B 

Ht A ^* Ol = ^ B tang a • ^^c a sin* a — - ^i/i a — -r- = & 

B 

7. A *m* a = B /€iiy a . ro^^c a «w* a — co* « -j-. j- = 

B 

^A.sin'^a = Ifl B /o/ig* a • ro^^c a co^a— *co«a— — ^ ss 

3 

8. A sin^ a = B cot » • sec a sin a = 1/ (-r-j 

3 



/ 
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Ciegebene Gleidmng: Entwidcelte Gleichting: 

B 

B 

+ A.«»*a =; ^B cot a . CQsec ot ca^ a^m2 cos^a-^--^ cos a"\^l =5 

B* 

10. A sin* a = Bseca. cosec a sin^ a — sin^ a + -rz = 

B* 

Hh A sin^ a s=: 4. B *^c a . coseca sin^ a — ^iV a -|- ^ä ^= 

11. A ro^ a = Bsina. tang a . roj* <* "H t" c05* a — -j- =s 

B B 

i A «>** a SS -|- B ^1/» a • toiif a ^ co^ * "^ T ^^^ "I" T ^^ ® 

B 

12. A ca^* a = Bsina.cot a cos a s=z -r- 

A 

+ A CO^' a = Ifl B sin a . co/ a cos a = — -r- 

» 

A 

13. A cos^ a s= Bsina.seca tang^ a + foiiy a — ^ = O 

• ^ ^ A 

4;Aco^*a = ^^Bsina.seca tang^ 01 ^ tang a -^ ^ = 

14. Aro^a =3 Bsina. cosec <» cosa =: J/^ f-j-j 
+ A cos* a sss ip B <5m a . co^^c oc eo^ « = J/ ("" Ty 



15. A cos* a =5 B tang.a . eY>^ a co^ 

± A ee>^ a =5 ip B /a/Jg* a.cota cos 



-VW) 



B 

16. Acajr*a = B/a7ig:a;50Ca ÄiVa — 2^J/»* a — j-5Ji».a-}- 1 = 

B 

j:; Aco^a =s ^^Btanga^seca «»•« — 2«Va-|--jr-w»a4- 1=0 

Uu2 
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Gegebene Gleidumg: 
17. A cos^ a = B lang <x • cosec a cos 



Entwickelte Qeichiiii^) 



3 

+ A cos^ a = Ij: B fang a . cosec a cosa zsz y ( — 5.| 



18. A co^' a = Bcot (x.sec a 



HhAco^a =: ^Bcota.seca 



19. A cos^ a =r B cot a • cosec a 



Hh A co^* a = -f. B co^ a ; co^ec a 



20. A cos'^ a SS B sec a • cosec <x 



^ A cos^ a =5 4- B f ^r a • co^^t* a 
21. A fcm^ a = B sin 0^. cos (9 



sin^ OL — ünoL-^--^ = 

«/iz'a — ^/»a«^--^ = 

A 

. B 
' A 

CQ^a^^cosa'^^-r- 'SS. 

A 

' B' 

co^ a — cOf • a + -T- =s 

' A* 

B* 
co^ a — cos^ a 4* 42 = ® 



B 



+ A /«»g« a =: ^ B sin a.cosa fang* a -|- tang a + t- = 



22. A fang^ a :s= B ^m a . cot a 

± A tang* a = I^ B ^m a . co^ a 

23. A tang^ a = Bsina.seca 



A A 



B 



B 



A A 



B 



B 

tang a s= -^ 



B 



'i^^ktang* a =s -^B^ma.f^ca ianga =' — -r- 



24. Atang*a ss BWna.cof^ra 



tanga 



±A/ai^a SS ipB^Nt^a.co^^a tanga 
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Gegebene GleichuDg: Entwidcelte Gleidbiuig: 

A 

25. A tan^ a s= B cos a.cota sin^ ^ "* R ^^^^ <x«-* 2 sin^ a 4- 1 =s 

/ A 

26. Atang^ a = Bco^a.j^ca tanga =s |/ (x) 
^Ktan^a =s IflBco^a. jeca tanga = 1/ ("*t") 

27. A fö/jy* a = hcosa. cosec a tanga = |/ f -^ j 

3 

+ A,tang^a = IflBea^a. co^^ca tanga = J/ (""a") 

B B 

28. A tang^ a s= B cot a . sec a jm'a -j- -j ^i»'a — ^ ss 

B B 

+ A tang^ a = -|-Bro/a.3^a ^m'a — j-^iVa^y = 

29. A tan^xx == B co/ a . co^^c a co^ ^ "** A ^^^ « — 2 co^ a -f* 1 s= 
4:^^^'''^^ = ^Bco^a.coj^ra e05^a-|^rr co^a — 2ro^^a^l :s 

30. A/owg-'a = B^eca.co^eca ,co^ a -|- ro/ a -^ ^ = 

A 
4" A tang^a =: Ifl B ^^c a . C05^c a cot^ a -J- ro/ a -j- ^ zs 

B 

31. Aco^*« Ä B*wa.oö*a , cofia'\'COta — j == . 

-^kcot^a zs'^^sina.cosa co<* a + «>^ ä -f- ^ = 0^ 

A 

32. kcot\a zs'Üüna.timga CO«^a— « cdi^a — 2ro^*a*f* t ss 

A 
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(legebeiie Gleidiüng: 



33. A cot^ a =s hsina. sec a 



Gleicliiuig: 



tanga 



-VW) 

± A cot^ a sc jpB sin a . sec a ' tanga = |/ T — -- J 

'ö'^i?« = K (b) 



34. A cot^ <k = Bsina. cosec a 



i A cot^ a = 4- B ^ih a . co^^<: a /«»g- a = l/^ ( — ^ j 



35. A cot^ a r= B co^ a . tang a 

4;Aco/*a = ^B cos an tanga 



36- A ^o^^ a = B cos a .seca 






^J^AfO^^a = ipBctwa.Mca tanga zsy (—^ 



37. A coi* a 5= B cos a . cosec » 



fang a =s sr 



— A. 



38. A co^^ a = B tang a . j^c a 



B 

B 

i A COt^ a s= ip B /«»g- a.seca sin^a 4- j- «»'a — 2 Äi»*a -j- 1 = 



39. A cot^ a =s B fang a • cosec a 

■f- A coi*Ä = ip B foi^ a . cosec a 



40. A cot^ a = B sec a . coeec a 



COS^a^jCOS^a — -r- = 
i»5* a — -r- cos^a -j- Y = 



tqng^ a -^ tang a^ — g- =» 






B 



• » 
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GectbeM Gieidiiiiic* 
41. A sed^ a = B jm a • cos a 



CO^a 



EniwidKelte Gleidiung: 
A* 

A« 



i A 9e€^ a s=5 ip B J»r a • cos a cos^a^^ co^a + ^ = 



42. Kse€^a SS Bsina»tanga 

' ± A set^ a =5 IflB^ii» a • ^on^ a 



A sed^. a = B jm a . co^ a 



B' 






co^ 



+ A sec^ a SS !^ B ^ a • co/ o^ cos a 



44. A 5^ a = Biiif a • atsec a 



«=K(g) , 



^Aä«:*« SS IflB^a.co^^ca eo^a ?s [/^ ("^b) 



45. A sed^ a =: Bco^ a . fang a 

^Asec^a =s ^Bcosa^tanga 



46. A ^c* a ^3 B cos a . co/ oi 



sin^a^^sma^:^ s= 

A 

jm'a — ^a-^^ CS 

A 

4:A^^c'a = ipBeo^a.cO^a • Wh^a — 2^/»^a-|*n-<(<'ia-f- 1 



47. A««ir*a :ss Bco^a . cOJTCa 



^A<tfc*a = -^Bcosa^coseca 
48b A.sec^ a SS B tang a • <;o^ a 



B 



A A 

co/^ar-^^co^^a— *^ SS 



«,#« = J/ (g) 
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• • • , % 

Gegebene deicluiiig: EntwielnHe Qeidiiiiig: 

49. Aset^a sz Btanga.coseca tosass^ 

A 

^ A Sediat s=: '^B fang a.coseca eo^ass— -^ 

A A 

50. A secr^ a =s Bcata. cosec a co^a -j- g cos^a — » ss 

, A A 

+ A sec^ a = -f. B 09^ a . cosec ot ^»j'a — ^ cos^a -j-sg = 

A* 

51. Acosec^a SS Bsina^casot ^iVa — «»•a-j-gj =i 

A 

52. A cosed^ a = B^m a . /owg- a cos^a — 2 CO**a — jj COJ a -}* 1 ^= 

4;Aco^^c*a = -f-BwVia.^aw^'a ro**a — 2€:o^^a-f-^c05a-^ 1 =0 

53. A«>^^*^= B^*'**'^^* co^a — a>^a + « = 

_ A, 

+ A co^^c^ ex = +Bsina. cot a cos*a^^^ cos ce -— ^ = 

4 A A 

54. A€»^ec*a = B^/wa.^^ca* tang^ a — ^fong-^a^-g =? 



3 

55. licosa^atss B^cosa.tanga sinazsz y fgj 

3 

±Aco*ec*a zrzZfBcosa.^anga sina = [/^ (— g} 

A 

56. . A co^^c* a SB Q ro5 a • eo^ a ^»' a — jm a + g = 

^ 

^Xcosec^a zs +Bcos(x,cota mn^dmmsina — g ss 
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Cegebciie/GleiciMnig: Eoftvickelte detchmig: 

57. Kcoied^oizsBcosa.seca w»«=[/ (jg) 

± A cased^ a = IfB cos a ^ßec a sina ^ y \ B/ 

58. Acosed^a=:Btanga.€Ota sincissiyf^J 



+ Acosec^ 



a = 4- Bttmg a .cota s$na ^z y ^— gy 



59. Xcosed'azszBtanga.seca jw»»a + g^iVa — g ä 

A A 

+ Aco*^c*a z=z ':^B fang OL . sec a «Va — g^iVa + g = 

-« . ' A 

+ A c6se(^ a =s 4- B CO* a . *ec a «» a SS — g 

f ) Fonn : KF{a). F' («) = B F" '(«) . F'" («) 
Gegebene Gleichung: Entwickelte Glej^hung: 

1. A*i»a.«Ma«s B/öB^a,*«:« <»*<»=* K^XJ 



^^ 



+ A5ma.ro*a = +Bffli^a.-»eca cßSf* 



2. A «» a . CO* a Ä B co^ a . CO^ec a «i» 

3 



= l/(-D 



+ A«»oc.^*a = nf-B^^^'^^^** '"*^ 



KFS 



3. A5i/>a.c05a = B^eca-co^^CÄ i»/i 






X X 



I. 



/ 
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4. Asina.tanga zss Bcosa.cota fang ol z=i y \^j\ 



3 



^Ksina.tangazsi^l&casa.cota fang a z=i y i^* j] 

I. 4 . . « ^ 1/ V— B ± 1/(B» + 4.\B)A 

5. A IUI a • lang a ssBcaia. cosec a sma :=z y ^— ^is-L-l- — ! Lj 

-LA • . T-n * • 1/ /^ + B + ]/ (B» — 4ABA 



2A 

3 



6. Asina.timga ss^ B seca.coseca jm a = 1/ fjj 

^Asma,tanga=sjpBseca.co$ec<x sina == 1/ f — jj 

^ A ^ »^ 1 / (— B + l/(B» + 4ABA 

7. A eoj a . cot a =; B /öiig* a.secot cos a =s |/ l — T ^ ' ^ 

^A . -TR. 1/V+B+ |/(B* — 4AB)\ 



8. A cos OL . CO/ a =7 B sec a • co^^ a cos 

3 



• 3 

-hXcosa.cota :^ ^Bseca ^coseca cosa = y (— x) 



' 3 



9. A tang a . ^^c a ss B rol a . t^o^^* a fang a ss> y (j-j 

3 
4:A/ai]^a.5^a = ^Bcof».co^^ra tanga = [/ f — ^J 

Anmerkung. Die äbrigea Gleichungen von dieser Foim lauen sich bequem, Tenmiltd^t Substit»- 
tionen für die Produkte der trigonometrischen. Punktionen, oder durch WegUsKung der gleiches 
Faktoren, auf Formea xuriickfoltfen, die schon früher entwickelt worden; weshalb- sie hier nidik 
mit asigiqgebcn sind. Man befrage darüber die «m Eade der sweitea Abthfcilung dicMr Gleidna* 
gen mitgethetlte Tabelle. 
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B) Zweite Abtheilanpg. 

Gleichungen I welche ein von trigonometrisd^en Funktionen unabhängiges 

Glied enthalten. 

Allgemeine Fonnen: 

a) AjF(a)4-BF'(a) = C A) AF{a) + BF'(a).Fff (a) = C 

b) /iF^(a)^hFf(a) = C e) AF»(a) + BFf(a)./^(ot) « C 

e) AF»(a)4-B/'^«(a) =1C f) \F(a).F»(a) + BFff(a).Fift(a) == C 

a) Foim: AF(a)4.B/'^(a) Ä C 



Gegebene Gleichung: 

1. Asina'\'Bcos a = C 

2. ksinci'^htimga = C 



3. A aV» a 4* B cof a SB C 



4. A sin.a "{^B sec a ^ C 



5. Asina-^Bcasecok sb C 

6. A.COS a-^B tanga ^ C 



7. AcMa*|-*Bco#a = C 



Entwickelte Gleichung: 

AC+Bl/(A« — C« + B») 

= ^ A^ + S* 

. . 2C . , , /B*+C«— An . , 



sm a 



Sin 



2C . C« ^ 



_S=o 



«O*' 






co<a 



~ A» — " 



Sin 



,_^ C±]/(C«-^4AB) 



IT 



O0**O— -j. «w» « -^ I — Jj — Icw' 



-?=• 



• « I 2B . , , /B*4-C*— A*\ . . 



2B . B* ^ 



34S 



Gegebene GleidiiiDg: 

• 1 

9. Acosa^Bcoseca SS C 



• * 



10. Atanga-^Bcota s C 

11. Atanga-^-Bseca :^ C 

12. A tang a -f- B cosec a =: C 



13. A CO« a-f* B teca^ = C 



14. A cot « -f- B cosec a =: C 

15. h.secaL-\-^eoteeoi =ä C 



cotn 



Entwidcdte 

C^MC"— 4AB) 

2A 
C»— A» . . * 2BC . 



B* 

^A* 

... -ABJ:Cl/(A«— B«+C) 

«»« = A^-f-C« 

•4 2BC . , , B*— C« . , 

. 2BC . B* ,, 

. 2BC . , B«-.e . 

«"•«- sqpci «>*•«+ Äq:^ "^ * 

I 2BC B» 



- Al> 



CB+Al/(C*4-A«— B») 

ri. a = — -!— jj~pp 

• • 2B . , , /A«+B«— C»\ . 

, 2B . B« . 

4-^ *,„«__ ~o 



iw'a 



b) Fon^: Ä F» («) + B F' («) = C 



Gegebene Gleidning: 

1. A «m* a 4- B «/> a ^ C 

2. A sin* a-\-h eos a s= C 

3. ksin* ä-^hiaiiga ss C 



»nt* 



Entwickelte dcichang: 



2A 



OM 



_ Bj:|/(4A»-—4AC+B'> 

*~ 2A 



^.a-?2±A,«.*«+21iSi^«-^ 



A* ■ 
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4. 






• » - 



5. A siv? Ä -j- B ^^i: a a: C 

' m 

\ 



7. Acötf'a + Bjwa SB C 



8. 



A CO*' a -f- B cos a = C 



9. A£«M^a-|-B/M^a S3 C 

IL AcOÄ'a + B^^ca = C 

12. A€»#'a4-Bc«>«^a = C 

13. A tang^.ti + B «n « s C 

14. A fang* oc{-Bcosoi ss C 

15. Äftfnf^cS+Btop^a Ä C 



16. A /«ritg^Ä-JrBct^la =Ä U 

17. A/mfg*qt+B«rc« Ä C 

18. A /«iy* a 4- R «J^c « =3 C 






B« 
. . C^A B 

_ B:i:|/(^A^— 4AC+B^) 
~ 2A 

_ -BJ:K(4AC+B^) 

2A 



A'in a &: 



€t>« 



COP a + 



CO** a — -r- OW « -|- 



B 



c 

B 







• . , C— A ' . B \ 

rV a — — -£— Ä'** Ol— 'Jma+^ = 



AI» 



ro^ 



A+C , r A ' 
. -B+l/(4AC+B') . 

^flli^a SS 5j i 

C B 



y ' 



COS 



_ Bi:l/(4FT4AC+B') 
** - 2(A-[.C) -' 



« !».• a — ^ ■ ! ■ ^ . sin^ a 



Sin et 



3M 



19. Aeo^tt + Bjmass C 

aO. Aeo<*a4-Bedra = C 

21. Aeo/'a + BWfl»'« =5 C 

Si. A col* a -j- B Ä^ca '= <5 



, 24. Acof»a-f"**^^^* ** ^ 

26. A^«?»öi-f B^ma « C 

26. A'*«?* a + B ro* a ?» C 

27. A««?*a + Bftiiifa BS C 

28. A#«!«a + Broea as C 

29. AjÄT^a + B^^ca = C 
30.- Ä*«:*a-j-BaM^ca »s C 

31. Acosef^a-^-Bsina sat C 

32. A m«««^ a -f*B CO^ a £=: C 

33. A cased^ a -j-B loiif « ä C 

34 A cosed^a-^B cot» ss ^ 



IiTMUitflwIii GUUkum 



J ■ A+C ^ , C 







G • B 



2A 
. B 

C A 

A C A 

^ ._ B±1/(U<:;4-fe*) 



cos 






^,^-B±t/4AC,4A'-|-B») 

2A 
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Q i m \t » Odhteig: Eatwkkdte GMeluing: 



c) Form: A F* (a) + B F'* (a) s C 
Gegebene Gleichung: Entwickele Gleichling: 

1. AJWl«a + B€»*»«=:C «wa= J/(j^) 

2. A jm* a -{- B tar^ a a= C in» a = 

^ ]/V A+B+Cj:i/(A'-j-6'-t-C»+2A6+2BC— 2AC) \ 



3. A«.«« + B«,*««=C ii. « ^ }/^^^^^^ 



4. Aräi*a-f-B Mc'a =: C sin 



jt _ ]/( Ä+^V((A--C)M-4A^ 



^]/ (CJ:t/(C'-4AB) j 



;; 5. AA>»*a-(-BcM(^c^a SS C ^ma — ^ ^^- -^^ 

7. A CM* a -^ B tfo/* a =s C £0« a s= 

— ]/ ( A+B+C±K(A«+B*+C'4-2AB-}-2BG~2^ ^ 

' 8. A«««« + B,.c«« =. C ««« = }/p^^^ 



X 

J^ 

y 



11. A /«t^* a + B^^c* a = C /fllfg^a =s ]/ (t^:^) 
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Gegebene Gleidiiug: 
12. ktang^ a^Bcosec^ a s= C 



13. Aco^^a + B^^c*« =s C 



Entwidcelte Caeicfeiiiig : 



cot 



^^]/ ^^±VW ^^ 



^-4ÄB)^ 



14. 
15. 



«»/a=]/(^) 



A cot^ a -|-B cosec^ a =3 C 
A^«?*a + Bco^ec*a SS C 

_ 1/ / B+C~A±Kp=^)^+A^— 2AB-^m 



smoL = 



d) Fonn: AF{a) + BF'(a). /'«(«) = C 



Gegebene Gleickuog; 
1. A sin a4*B sin a.4iOS a 2= C 



Entwickelte Gleidrangi 
. . , A»— B* . , 2AC . 



2AC C*— A* 

2. k sin a^Yk sin a . lang <^ ss: C sin^a^^ A'^-4-B^ ^^^"^ A^4-6* ^^^^ 

, 2A€ . C» _^ 

+xrf55^'^«-Aq::F*-^ 



3. Ä*»na-}-Bjma.CO/a.sa C 

4. \ sin a-\-B sin et . sec « ^ C 



. , 2C . - , B»+C»— A' . , 



jm' 



A 
2C . C* - 

■j- *»« a — j; = ö 



A 



5. Ksina-\-Bsina. cosec a ^ C «in a s= 

6. A sin a rf- B cos a • tang a s= C sin a = 



C— B 

A 
C 



7. A «» « -|- B cos a . cot a =! ^ 



A+B_ 

C±1/(C*+4B»~4AB) 



^i/i 



2(A— B) 



€— B 



8. A«yia + Bco^oe;.^^ccx ;=s<J 41/» a 3= — j 
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Gegtbene Gleicfaimg: Entwickdte Gleichung: 

9. ksm a+B'£»w a . cf^ec a s=. C sin^a^ -j- sin^ a -f- — ^— Jw>* a 

A» " 

C— B 

10. Ksma'\'^tangalcotci z=: C 5m a = . 

11. K sin a Jf-T^ tang ot . sec a = C sin^ a >— j-siri^ a ^^— 5ina4- j = 

C* — A* 2BC 

12. Asin a^B tang a. cosec a :=s: C co^a-] j^ — cos^a jrcosa 



■ . C+K(C*'-4AB) 

13. A *i» a 4" ß ^' <* • **'^ " ~ ^ *"*" ^^ ""'™ — ^5 

2C ^ C* B* . 

14. fisma-^Bcoia.coseca xs C ^aVa — -j- 5i»*a + jj^m^a + ^Än* 



2(3 C* j^« 

15. A«/»a+B;*rca'.oo^«?a = C «ro» a — -j- *»»» a H j^ — sin* a 

. , A«— B» , 2AC 

16. Aco*a4-B*«a.a»*« Ä C «»*«+ ß« OQ** « — -gr «>* *» 

C + T/(C*— 4Afe4-^fe') 

17. Aco*a + B*ma.te»gr« — C CO*« = fTXl-ö) ~ 

C 

18. \. cos a-\-B sin a. cot a =^ C , '^^ ~ Ä^PB ' 

20 C*4-B* 

19. A«iMa + B*M»a.*«r« = C «,*« a — -j- ««• « H j^-^»*'« 



— — =B 

A» 



I. 



Yy 



iU 



Gegebene Gleiobung; 
20. A cos a -|- B sin « . coseca =s C cos a 



Entwidcdte Glttcbvag: 
C— B 



22. A cos a -f- B cos a . cot « =s C 



21. Kcosa^'&cosa.tangaz=C -^ BC J:A|/(B«~C»+ A*) 

A* -^ B* 

. 2AC , , C— A» 

, 2AC C» 

+Aq:F"'*"-Äq:5; 

C— B 

cosa = — ^ — 



= 



23. A cos a -f. B cos a . j^ n = C 



24. A«>*a+Ba)*(».c»*«rc« == C «»« " + ^° rrV - 1 B*+C*--A* ^^, 



2B , B» ^ 



25. A a>^ a -|- B f on^ a . co^ a ss C co^ a = 



C— B 



26. Arosa-|-B/a/;^a.5^ca = C 



27. A ^^ a -|- B te^ a . cosec a = C 



^ 2C . , C« B* 

\ C±l/(C'- 4AB) 

2A 



28. Ac(wa4-Bco«a.f«ca ä C jfa4 „ j ^ •" 

^ A 



C*--A« . 



2BC . 



*»» « — —rr^ stn a 



, B* 



29. A co^ a-^ B fo/ u . co^ec a = C 



C 
A 



30. A cö> a -f- B ^^c öc . cosec « =r C - jw« a — 



A A 

2A*— C« . . 2B . 



A 



sin^a r- sin* a 

_j_ ^ — C^ . , . 2B . , B* 



A* 



31. Manga + Esmc,.cosaz:^C «/»•«+?i^«,,4«^(A±^^ 



stn^a 



-g5=0 
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Gegebene Oleii^ung: 
32.^ ^ktanga^h sin a. fang a aa C 



33. A tanga-^ B sin a.eaia ss C 



Entwickelte Gleichung: 
• 4 j_2A . , , A»+C^ . , 

. 2C . f cy-A^ . 

CO J* a — -^ co^* oc -f- ■ d^ — cos^ Ol 
— — s= 



34. A /a/}^ a -f- ^ '^ ^ " ^^^ ^ ^^ ^ .^^'^ ^ ^= 



35. A tang a-^-Btina. cosec a =a C 

36. A tang a -{- B cos a . tang a s: C 



' C— B 

tanga s= • — j — 

. . 2C . , . A»+C»— B» . , 



37. A.tanga-^Bcosa.cota z= C 



B 
2C . & . 

2A 



B» 



CM* a — _T^ CO** a -j — . J^ ' CO«* a 



2A 



2A«+C» 



A«. 



0' 



38. A<a;^a-|-Bco«a.Mca a: C 



39. A /o/^ 9(-}~B <>M oc. co««c a =s C <an^ 



40, A tang « + B tang a.cota a= C 

41. A.tang a-^-h tanga. seca SS C 



42. A tanga -\- B tanga . coseca = C sin 

43. A toTig" a -|- B cot a.seca ^ C 



+ yco<»« ^^cos*a-^^ 

-C— B 

, _ c±l/(»- 4A») 

"" 2A 

C— B 

• . I SBC , . , B»— A»— 2C* . . 

2BC . . C« ^ 

— AB+Cl/(A»— B»+C») 

„« = ^ A*+<5» 

2BC . . , B«— C* . , 
, 2BC . B* ^ 

Yy 2 
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Gegdienc Gkidbnng: 



44. A tang a -\- B cot a . cosec a SS C sin 



. , 2AB . - , B«— O . , 



SAB 



+ ./i A. Jm*a 



2B' 



45. A tang a -(- B sec a . e«««c a = C 



B« 

A»4-C' 



A»4-0 



tm^oi 



+ 







- 1/y C»~2AB J:Cl/(Cn-4Ab— 4fr) ^ 

•'^ ^ 2(A'+C») / 



46. A £ro/ a -f- B #iVi e« . cos a = C ^iV 






2AB-I-C 
"55 



47. Kcota + üsinix.tanga^Q «»«a— ^ w,«a+ ^^^^«a+^ÄB«, 

2AM-C* . , , A« 

48. A«rfa-fB*wa.eo<aS=C *w«« + ^m»a+^iÜ£lI^«««« 



49. A cot ot-\-'R sin a . sec a = C 



B 

2A . A« 



C— B 



50. A «>< a -|- B ^n a . cosec a ^ C cot a =s 

51. AcD/a-f-Bcoja.tofl^a SS C iih* a — ^ «m« a -f. ^llb£! ^« 



— ^ = 

2A 



52. Aa>/a-f-Bco^a .co^a =: C cos* a ^ ^^ cos^ a -^ 



A*+c; 



COS^ a 






' 

53. A co^ a -|» B COS a . sec a = C cot a ss 



__g_B 
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Gegebene GteiciniBg: Entidckelte Gleidumg: 

54. kcoi a^B cos ». cosec cc sz'C cota ss . ^ 

5o. Aeot a^h fang a. cot a s^ C co^a ss — _-. 

A 

56. Acöt a^B fang a. sec a s=z C ^** « "^ JTirc? ^^ ** + rOTT« ^^^ ** 

, 2AB ^ 2B* 

B* 

QBf B* mm^ C* 

57. A.cota-{-'Btanga.'eoseca ^ C *»**«— TiTr» *"***+ T?T7? ***' ** 

, 2BC B« ^ 



58. A cot a -f- B eof a . «ec « =3 C «in a =: ■ t^ — a«J-<^ 

Ra A . 1 » . /> - -. I 2BC . , B»— A»— 2C« . 

59. A«o<a4'B<^'<^*<v^^<* = ^ co^«-f- ji,i A- co<*a-)- A*4-(!^» ; Cora 

2BC , C* - 

60. A cot a *-f- B sec a • cosec a sa C co^ a 



4 « 



1/ /C»— 2AB4-CI/(C»— 4AB— 4B*)\ 
= K \, ^ 2(A»4-fe') ^/ 



C* 2AC 

61. A.seca'^Bsina.cosa ^^ C co^a— co^a-f-wjCO^a — -^ co^a 

M K iL« • . n ^ — C+KCCM^^B'+dAB) 

<;t a in • * n C+|/(C^ ^^^^4 Ä5) - 

d3. A sec a -J- B sm a . cot a ss C cos a ^ — ■ -^ 



fi/, A . u . n • — AB+Cl/(B»+C' -A') 

A 

65. A «tfC a -{- B sin a , cosec a es C cos a := ^ s 
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Gqj^eiie GleidmBg: 



l^OmUkdU Ckdidmt^z 



A*— C* 2AB 

90. Kcaseca'\^Bseea.caseca SS C co^a^- — -— ^ £^o#* a «f- -j^q- co^ a 

. +% = o - 

_ 

«) Fonn: A /^ (o) + B F' («) . F" (a) = C 



Gegebene Gleichung; . 
i. A sin* a'\-^ sin a. cos <x ss C sin a s= 



Entwickdite Gleichung: 



— 1//' B»+2AC±B|/(B'+4AC-4C> ^ 
~ '^ V 2(A»-f B«) J 



B C A R 

» A A 



3. A sln'^ a -|* B jm a . cot a =5 C 



B:f:t/(4A^+B»— 4AC) 



A A' • « j_i> • r« • • 2C+A . . , B*+CH-2AC . 



sirra 



A» ^ " 



5. A sin* a + B *w a . eosee a =: C ) »na sss l/^ ( — - — j 



6. A sin* a 4" B ^' <* ■ ^^'^ a s=- C >s/n a s=: 



— — B±1/(4AC+B') 



2A 



B . 



C . 



B 



' A iv A 

8. A sin* « -|- B cos a . sec a =s C gin a = hr ( ~" j 



9. A ^* (x -}~ B CO« «e . eo««c (X sb C 



sin 



in* a — . -T- sm* a -\ J-— stn*a 



A« " 



10. Aw*a + B/ajv «.«>«.« = C wt« =]/ (£—1) 



11. AAo^a-^Btong'a .f^ea ^s C ^m* 



A+C . , B . , C 
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Ciegebcfie Glet^mg: . Entwickelte Gleichung t 

C— A ■ B 



13. ksin^a-^Bcota.secci :ssi C 
14., A sin* a -|- B po^ « . casec « s=: C 



i»»»Ä^ 



15. A sin^ a^Bseca. cosec a = C 



i6. A cos^ «4- B sin a .' co^ a = C 



17. A CO^'^ a -}- B ji» a . /fl/ig- a = C 



18. A COS^ a^B sin a. cot a z=z C icos a s= 



C . , B ^ 

sm" a — j-sma-\'j' z=s 

. C— 2A . B 

A+2C . , , C»+2AC . . 

casa, = 

]X/^ B^+2AC+B1/(B^+4AC— 4C^A 

"•^ \ 2(A»-fß') / 

F , C , B 

-B±1/(4AC+B^) 

2A ' 







19. A cos^ a-^Bsina . sec a = C 



tang^ * •" B ^^'^ a+fanga-] g— = 



1 / /G— B\ 
20. A «>Ä^ a -|- B «» a . cosfc a = C cos a ziz y, l — j—j 



21. A co^' a 4- B cos a . /«/ig' a = C 

22. A cos' « + B cos a.cota = C 



Brfcl/(C P— 4AC +B') 
««« = 2j 



B . 



C— A . 



B 



iin*« -f- -T *i»' « -|- — -r — «»'« « — X '^ ^ ^ 



•=K(Sx2) 



23. ' A cos^ «4"^^^^ a.secot == C cos 

^ Q <; 

24. A cos^ a 4- B CO* a . €0*^c a = C üO/*a 4 g~ ^^* « 4" ^^^ ^ "^ g = ^ 

25. Acos^a-^-Btanga^cota tu C cosci ss |/ ^ ^ j 

, C^2A . . . B . , A— C_^ 



26. A cos'^ (X 4- B ^onf a . sec a = C 



A 
Z % 
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Gegebene Gleichung: 
57. A cot* a -}- B fang a . ca^ec a ^ C 



EntwidLelte ^leichimg: 
B . C 



cos^ a -— 1 — r-Ä cas^ a 



A+C 



casa 






B 







58. Acot^a-^Bcota.secot^^^C sinass^ 



A+C 
_ B J:1/(4A^+B^+4AC) 



2 (A+C) 



59- A cot* a + B co^ a . co^er a = C 
60. A cot* a + B sec a . cos^ a ss C 

6L A ^^c^ a + B ^'/i a . co^ a SS C 



***" ww) — ^ 

B C B 

^ « I G* ^ 2AC . 



B' 



Tu, — " 



62. A sec* (x + B ^m a . /ar/^ a = C 

63. A sec* a + B *i>» a . cot a = C 

64. A sec* a + B fin a • ^^c,a =s C 



co^ " 4" B ^^'^^ ** "^ ^^^ ^^ — R ^^ ^ 

C « , A ^ 
cos^ ^ "^ il ^^^ ** + 11 ^^ " 



B 



tang 



— B+1/(4AC— 4A»+B') 

2A 



65. A^tfc'^ a + B ^/»a.cOJ^ca = C co^a 3= |/ f p, ^ 1 



66. A sec* a + B cos a . tang a = C 

67. A sec* a-^-hcosüi.cota = C 



m' <3c — g sinr a — sm a -j sj — ^ ü 



ji/» 



C . 



68. A sec* a + B cos a • sec a = C 

69. A sec* « + B cos a . co^ec a = C 



sin* a — ^ «V a — 2 äi>* a + — 1> 
+ 1=0 



A— C . 

sma 



70. A sec* a + B t^ng a . cot a = C cos 



-V(S) 



\ * 



71. A sec* <*-\-'B tang a. sec a = C sin 



— B±l^(B''+4C»— 4AC> 
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Gi^ebene 6I«dhidg: Entwi<^te Gleidumgi 

72. Asec\a-^Btanga.coseca = C «wa =s 5±k^^ÜS 

73. ksed^a-^hcota.seca ä C ^Va — S^^a-f-^-^^ma-fS = 

74. A,se€^a^Bcota.coseca :bs C ^ co^ ^ "h r cos^a — X V cw^a*4- ^ gs 

75. A ^^c* a -}- B *^c a . coseca = C co^a — — t — cö^a-f— *"^7'" co^a 

A* 

C* 2AC 

76. A€»^ec*a + B«/ia.co^a s= C JiVa.— Wi^a-f-^JW^a— -gj^/i/k« a 

C A— »C 

77. A cosec^ a-^Bsma. tang a = C cos* ^ + « «>^ « — 2 ca^ a -j ^— cosct 

+ 1=0 

78. A cosec^ a -4- B jw a . cot a s= C cüj* « — ^ ^^** ^ — ^^^ " H s — = 

79. A cosec'^ a-^Bsina. sec a = C tang^ a -j rr — /owg-'a -j- ^ = 

80. A cosec^ oc -j- B sin a . cosec a == C sina z=i 1/ ♦^^^ — ^ j 

CA 

81. A cosec^ a -f- B cos a . tang a =t: C «»• a — 5«/*' «+ ij = 

C , A 

82. A cosec^ a 4- B cos a . cot a = C sin^ * + n ^^^^ ct^^sina"^ ^ =s 

o. 4 ^ \Tx r . — B+1/(4AC— 4A»+B^) 

84. A £»J^c*a + B cojot . cosec a = C cota si^ — ■ - ^ . . ! 

2A . 

85. A cosed^ a -|- B ^cr/i^ a • co^ a =i C sina. z=,y l j 

86. A coseca a -{- B fa/ig* a . j^ra = C sirt^ « "h js ^''*' « -— T ^'»*a -|- ^^ s= 



— 366 — 

Gegebene Gleidiiing: Entwickelte Gleidnng: 

88. A€W«r*a + Bcola.J«:a = C n» a ss mf-*^ ^ ^ — ^ 

89. A£»*rr*oi4-Bro/a.«w«ca = C cosa^ss. ^'^ \^ « i 

^^ A • f n r • 6 C+2A . . , A«+B«+2AC . , 

V 

f ) Fomi : AF{a).F' («) + B Fi'ia) . Flu (a) s= C 

Gegebene Gleichung: Eittwickelte Gleichung: 

2B . B* 2A* 

1. Ksina.cosa-^^sinoi.tanga SS. C sin* <* —" -r~ sin*a •\- . <hi* a 

, 2B . , , A»+C« , . C« . 
2B B* 2A* 

2B C* 

3. A4fBa.oo*a+B#<l»g'a.««ca = C co^a—co^oi'\--j-coa^a-\--T-eo^at 

2B . , B» - B« - 

2B C* 

2B . , , B* . , B» 

5. Ksina.cosa-Yoseca.coseca s= L «in 2a ^ — -^'^ ^ ^ 

6. {i.sina.tanga-\-^cosa'.tot<x. s= Q sin* « -f- ^ ^ | ^, sm*a -}- ■ ^ , i b^ - ^«p* a 

4BC . . C»— 3B» . , 

, 2BC . B« 
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Gfef/Ata» Oeidiuttg: 

1. A<tn«.^(ni^a-{-B/<in^a.Mca 



Entwi«^dle (SleiGliaiig : 
2C . , A»+B» , B» -, 



C B— 2A 



9. A^i#ia.Mji^a-{-Bj^ca»c05tfira s= C 



— • -jr cos a -f- 1 = 
• . I C^ • . I 2B . , C» . , 
B* 

- ^ ^ C 2A+B. , 

10. Acosoi.cota^Btanga.seca = C «»*a-|- jsin^ot'^^ — ^— i/»*a 

— j W/l a -f- 1 = 

2C C*— 2A* 

11. Xcota.cairA^Bcota.co^ca ssC sin* a -^sm^a-^ .^ sinket 

2C . , , AM-B* . , B* ^ 



12. Aco*a.fa/a4"B'^"-^^^^^ ==^ ^ 



C* 2B C* 

+2! = o 



2A . , , C^— 3B« . . 
— 7r,sm* a -J ^ — stn* 



a 



. 3B» . , B« 

2A . A*— 2C* 

14. A/öw^a..*^ca-j-B.i^ca.ro^rc« = C sin* a-j- ^ J/Va-f p^ ^m* a 



2A . 



B«-f.O 



B' 



— -~-^/Va+^l-^j^«Va — ^ = 



Berichtigungen und Pruckfehlcr. 



Sek« 36« Vn. A* E« findet sich hier i^ so angsgeben ynit es in pehreren LcSurbüchcni» unter ifttdem 
in Vcga II. lii S. auagcdröckt wird. 

Durch midere Angaben ist dieser Decimalbnich aber bis auf 154 Stellen fortgesetzt 
worden» welche dann von der 136sten an, folgendermafiien lauten: 

3173S35940812S4803 

(vergl. Kastner geometrische Abhandlungen. 2t e Sammlung 181. 162., und dessen An- 
fangsgründe der Mathematik I. 331.) 

— 76. D. No. 1. sutt 2a» Vsin \a,ank a» 

lies: 2a» Vim|a«V|a 
-» 92. No. 20. muls der logarithmische Ausdruck als unrichtig und unstatthaft wegfallen. 
'^ — 98. No. 14^ sUtt (a— b) sec a. liest (a-^b) cosec a 

— 129. C No. 5. sUU sin a lies: sin a 

— — - No. 6. desgL 

-« 130. No. 12. gilt das Wurzelzeichen nur fiir den Zilhler und nicht für den Nenner. 

— — No. 21. und 22. statt 



der^ß 



«.* « c sin ß , 

21. tangß e= X oder 

^ a— ccojp 

22, unter obigen VomsBetzungen 



lies: 



der Z»7 



21. toftgy SS ■ ■ oder 

22. unter obigen Voraussetzungen 

Z.7 = «p — np 



— 131. No. 27. statt 



csinok 



lies 



csina. 
a 



— lol. No. o. der Ausdruck cot Ja ss , . i/^. v " 



ist für den vorgesetzten Zweck 

nicht brauchbar, da dcj^ Xl^ iuc }it geg^^en ist. M|n ersetae dahe r denselben durch folgenden: 

sin^ti S5 K «ii.b.«ncjm»4^+»V^(b— <j) 



Gedruckt bei Trowitrsch nnd Sohn in Berlii 



1 

1 


Zu Seite 368. 

1 Fonnen, zu weldieo diese Gleichungen fuhren ^ 

* 


A sin ok^cosi 


t.caseca, 


• 

kcoia.sectL 


Aco^a.cocaca 


Xseca^coseca 


t 




rseca 


• 




/ 


■s, 

• 


. — 




— 


No. 4. 


No. 5. 


-f-B««na.cofa > . 


No. 1. 


- 


— 


No. 8. 


No. 9. ' 


• 


< 




\ 




— 


"f-Bftna.oo^a s Bcoia 






— 






'^Bsina.tecük es Broi^a 






— 


1 


^■■^B 


-f-Bmtf.coMca = B . 


1 


— 


■ — 


■ — 


-{"Bcofa.^on^a = B^ina 


No. 3. 


1 


— 


No. 11. 


No, 13. 


+Bco^«.cora 


^^■M , 


# 


— 


*• 


x 


+Bcota.ieca = B 

* 


— 


« 


— ■ 


• 




4~Bcof a.cojtfc« = Bco^a 




- 


1 


— 


» 


-Jr^tanga.cotA == B 

> 


. No. 3. 


- 


«» 1 


No. 13. 


No. 14. 


4-Btaii^a.McA 


— 


* 


■ — 




f 




— 




— 


— 


^— 


+Bcotfli.j«ca = Bcoiec« 


No. *• 


- . 


— 


» 


No. 15. 


-|-Boora.€Oii0C» 


No. 5. 

1 


■M 


«k m^^ 


No. 14, 


% 


4-Bi«c».coii0C« 



' \ 



/ 



/ 



t. 



( 
I 

I 



I' 



